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Djuruppfodning

En djuruppfodare &r intresserad av att veta hur manga djur han kan sédlja arligen utan att
det paverkar hans totala djurpopulation alltfér negativt. Lat oss forsoka konstruera en enkel
matematisk modell fér detta &ndamaél.

Om vi antar att djuren blir kdnsmogna efter 1 ar och reproducerar sig direfter sa &r det
intressant att veta dels hur ménga ungdjur (icke kénsmogna) som finns och dels hur méanga
vuxna djur (kénsmogna) som finns. Lat darfor uy och vy beteckna antalet ungdjur resp. vuxna
djur i djuruppfodarens dgo ar k.

Vi antar nu att reproduktionshastigheten beskrivs av en parameter f, dvs. vi antar att fran v
vuxna djur far vi ett tillskott av f-v, ungdjur aret dérpa. I samma anda sa antar vi vidare att
av uy ungdjur och v vuxna djur sa avlider d,, - uy resp. d, - v av dessa under aret. Slutligen
antar vi att uppfodaren séljer en andel s av de vuxna djuren arligen, dvs. fran v, vuxna djur
siljs s - vg.

Sammantaget kan vi nu skriva ned ett samband mellan populationen wug, v ar k och popula-
tionen w41, vk+1 ar k + 1 enligt foljande.

Vg1 = U + Uk — dyug — dyvg — Sug Vg1 = (1 — dy)ug + (1 — dy — s)vg

{ Upt+1 = fog oller { Upt1 = fop

Om vi nu definierar

0
Xk:(if: ),k:0,1,2,... , ochA:<(1_d) (1—5—5))

sa kan ekvationerna formuleras som det eleganta matrissambandet

X1 = AXy, k=0,1,2, ...

Differensekvationer
Ett matrissamband av typen
Xpr1=AXg, k=0,1,2,...

ar ett exempel pa ett dynamiskt system som har formen av en s.k. differensekvation. En
16sning utgors av den foljd av vektorer Xy, X1, Xo,... som &r relaterade till varandra enligt
differensekvation Xy 1 = AXj. Dylika differensekvationer upptrader naturligt i manga linjira
modeller och intressanta fragestéllningar &ar t.ex.

1. For ett givet begynnelsetillstand X, finns det en vektor X* sadan att klim X, =X"?
— 00

2. Om vi kan visa att gransvirdet X™* existerar, kan vi d& ocksa berdkna X*7

3. For ett givet begynnelsetillstand Xg, kan vi hitta en formel som later oss berdkna Xj
uttryckt i Xo?

4. Givet en vektor Y, kan vi bestdmma X s att X, = Y7

5. Givet en vektor X*, kan vi bestdmma X sa att klim X, = X"

—00
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En l6sningsmetod

Om begynnelsetillstandet Xy ar ként s& kan man berdkna X7, Xo,... enligt

X, = AX,
Xy = AX, = A%X,
X3 =AXy = A2X, = A3X,

X, =AFXy, k=1,2,...

Alltsa har vi en l6sningsformel Xj, = A*X{ dvs. vi har i princip besvarat fraga nummer 3
ovan. Problemet med denna formel &r att vi maste beriikna (stora) potenser av en matris, A¥
och det innebér mycket arbete. De 6vriga fragorna ér ocksa ganska komplicerade att besvara
enbart med denna formel. Kan vi mdéjligen hitta en mer explicit formel? Ja ibland gar det,
t.ex. om vi antar att matrisen A ar diagonaliserbar. D& kan vi skriva

A=8DS!

dér D ar den diagonalmatris som har egenvérdena till A som diagonalelement och S &r den
matris som har motsvarande egenvektorer som kolonner. Férdelen ar att nu blir det enkelt att
berdkna AF;

AF = (SDS Y = 8DS~'sDS!...SDS 1SDS™t = §pDkS!

dvs. vi behover bara kunna beridkna stora potenser av D. Men detta &ar enkelt eftersom D &r
en diagonalmatris! T.ex. om (i 2 x 2—fallet)

A1 0 .k A0
D= 4 ar DV = .
(% ) war=(5 4
Vi kan dven besvara de tva forsta fragorna nu; gréinsvektorn X* existerar om och endast om

klim DF existerar dvs. om och endast om |[A;| < 1 och |[Ag| < 1.
— 0

Ater till farmen

Lat oss nu forsoka anvinda djuruppfodarens modell till att bestimma andelen vuxna djur s
som skall séljas pa ett sadant satt att populationen varken dor ut eller vixer utan 6vre grans.
Vi antar att f = 0.9, d,, = 0.1 samt att d, = 0.2. Da &r X = A* X, dér

0 09
A‘(o.g 0.8—s>'

Observera att denna matris dr symmetrisk och dédrmed diagonaliserbar. Lat oss kalla egen-
virdena till A for Ay och Ay och samtidigt anta att [A\1| > [A2|. Da géller (enligt diskussionen
ovan) att om |A;| < 1 sd kommer populationen att do ut, dvs.

o ().

Om |A1]| > 1 s& medfér det med ett liknande argument att

= (2)
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dvs. populationen vixer obegriansat. Alltsa vill vi bestdmma andelen salda djur s sa att
|A1] = 1. Det karakteristiska polynomet till A ges av

p(\) = det(A — X) = X2 — (0.8 — 5)A — 0.81.

Eftersom p(1) = s—0.61 s& kan vi vélja s = 0.61 och darmed fa \; = 1 och Ag = —0.81. Alltsa
kan djuruppfodaren silja 61% av de vuxna djuren utan att populationen riskerar att doé ut
eller att population vixer okontrollerat. Med denna forséljningsandel kommer populationen
att ndrma sig ett jamnviktsfordelning dar det gar 9 ungdjur for varje 10 vuxna djur, dvs.

U 9
m — = —.
k—oo Vg 10

Fér att visa detta diagonaliserar vi A. Man far A = SDS™! dar

9 10 10
S_(IO —9> OChD_(o —0.81)'

Da kan vi enkelt berdkna

Ak — gpkg-1_ ... _ 1 < 81 +100(—0.81)% 90 — 90(—0.81)% >

T 181\ 90— 90(—0.81)F 100 + 81(—0.81)*

s& att med

far vi
lim X, = lim A*X, = klim SDFS1X,
— 00

k—o0 k—o0
i L[ 81+ 100(—0.81)% 90 — 90(—0.81)" ug
k—oo 181 \ 90 —90(—0.81)¥ 100 + 81(—0.81)* vg

1L /81 90 up \ _ 1 [ 8lug+ 90ug
~ 181\ 90 100 vo ) 181 \ 90ug + 100vg

Alltsa géller att Xy — X™* dar
Y u*\ _ 1 [ 8lug+ 90vg
S\ v* ) 181\ 90ug + 100vg

u*  8lug +90vg  9(9ug + 10vp) 9

v 90ug + 100vy  10(9ug + 10vg) 10

och

vilket bevisar pastaendet ovan.



