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Valmatematik

Antag att vi i ett visst land har tre partier att vilja mellan nér vi réstar - vi representerar
partierna med fargerna bla, r6d och gron. Resultatet fran ett val kan vi da beskriva med en

vektor
b

=1 r
g

dér b, r, g ar andelen som rostade pa det bla, roda resp. grona partiet. T.ex. om

0.35
T = 0.40
0.25

s& betyder det att 35% rostade blatt, 40% rostade rott och slutligen att 25% rostade gront.
Observera att vi har bortser fran blankroster och andra mindre partier vilket far konsekvensen
att b+ r + g = 1. En vektor med denna egenskap kallas ibland fér sannolikhetsvektor.

Markovkedjor

Lat nu xg, 1, T2, ... vara resultatvektorerna fran ett antal efterféljande val. En intressant fra-
ga i detta sammanhang dr om det finns ndgot samband mellan resultatet fran tva intilliggande
val, dvs. om vi vet xy, sdger detta nagonting om xp417

Med avsikt att forsoka besvara denna fra- 0.7 0.8
ga sd analyserar vi statistik fran manga

tidigare val. D& visar det sig att ca. 70% j—# ﬂ
av de som rostade blatt i ett visst val Bldrost |, |Rodrost

— 0.1

ocksa rostade blatt i ndstkommande val, .
20% av dess véljare rostade daremot rott 0.1 0.1
i ndstkommande val medans 10% rostade 0.3 0.3

gront. Vi gor en liknande undersékning for
de tvad andra partierna och resultatet re- Gron rost
dovisas i figuren har intill. [t
0.4

Med

b

T = Tk ,ijO,l,Q,...
9k

kan vi uttrycka dessa samband som linjéra ekvationer enligt

b1 = 0.7b; + 0.1, + 0.3¢gx
rg+1 = 0.2 + 0.8, + 0.3gx
gk+1 = 0.1b; + 0.1, + 0.4

eller med matriser xx41 = Pxy déar

0.7 0.1 0.3
P=| 02 08 03
0.1 0.1 04
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Observera att P ar en matris vars kolonner ar sannolikhetsvektorer. En sadan matris kallas for
en stokastisk matris. Alltsd har vi da en foljd xg, 1, 29,... av sannolikhetsvektorer samt en
stokastisk matris P sadan att xpy1 = Pxg. En sddan {6ljd ar ett exmpel pa vad matematiker
kallar for en Markovkedja. T.ex. om (som ovan)

0.35
o = 0.40
0.25
sa far vi resultatet i nésta val till att bli
0.7 0.1 0.3 0.35 0.36
r1=Pxo=1| 0.2 0.8 0.3 0.40 | = 0.465
0.1 0.1 04 0.25 0.175
Ytterligare ett val senare far vi resultatet
0.7 0.1 0.3 0.36 0.3510
xo=Px; =1 0.2 0.8 0.3 0.465 | = | 0.4965
0.1 0.1 0.4 0.175 0.1525

Kan vi spa framtiden?

En intressant fraga angdende Markovkedjor i allménhet dr om det gar att forutsiga vad som
sker langt fram i kedjan, dvs. givet ¢, hur uppfor sig xj, for stora virden pa k? I vart exempel
ar det alltsa fraga om att analysera om vi ser en trend i véljarnas monster - blir fordelningen
av véljarna alltmer konstant? Om P &r en stokastisk matris och om ¢ ar en sannolikhetsvektor
sadan att Pq = ¢ sa kallas g for en jamnuviktsvektor. Vi observerar att ¢ svarar mot ett
stationdrt tillstand for kedjan, dvs. om xj = ¢ for nagot k sa &r ¢ = g1 = Tpq2 = ...
Observera att g ar ingenting annat &n en egenvektor till P horande till egenvérdet 1.

Jajamen!

Man kan visa att varje stokastisk matris med enbart positiva element har en entydig jamn-
viktsvektor g. Dessutom géller fér en godtycklig startvektor xy att markovkedjan konvergerar
mot q, dvs. xp — q dad kK — oo. Det spelar alltsa ingen roll var vi startar nagonstans, vi
kommer dnda att ndrma oss det stationéra tillstandet!

Hur gar det for vara partier?

Med hjélp av resultatet ovan kan vi nu spé hur regeringen kommer att se ut i framtiden. Vi
berdknar helt enkelt jamnviktsvektorn till var Markovkedja, dvs. den sannolikhetsvektor som
ar egenvektor till P med egenvéirdet 1. Darfor betraktar vi ekvationen (P — I')z = 0 och vi far
l6sningsmangden

9
r=t| 15
4
dar t # 0. Foljaktligen fas jamnviktsvektorn
1 9 9/28 0.32
= — 15 = 15/28 ~ 0.54
1= 9+15+4 /

4 4/28 0.14
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Slutsatsen ar darfor att oberoende av startlige s& kommer

0.32
xp — | 0.54 da k — oo,
0.14

dvs. det verkar bli en rod regering i framtiden.



