Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1A

i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Vi vill studera funktionen

222
fle) = x4t +1

(a) Berdkna lim, .., f(x). (1p)
(b) Visa att f(—z) = f(z). (1p)
(c) Skissera f:s graf med hjalp av (a) och (b) samt f:s uppenbara

nollstélle. (1p)
Losning:
(a)

21 2 1 2 1

2(—x)? 22?

4+1:x4+1:f(x)'

(¢) Med hjilp av (a), (b) och f(z) =0 <= z =0 &r det LATT att
rita grafen sjalv!



2. (a) Bestam inversen f~! till funktionen

— = . 2

y=flz)=3— (2p)

(b) Visa att fo f~!=id. (1p)
Losning:

(a)
2z
y=3 1<:>3xy—y:2x<:>x(3y—2):y<:>
x _—
Y -1 €
s A O
(b)
2 X
-1 _ X _ 3—2
po s =1 (55) - s
mo 2
3x?;3_x2+2 2
3. Berakna ) )
x*+x—
lim ——. 3
xl»rg2x2+5x+6 (3p)

Losning: Genom att faktorisera téljaren och ndmnaren med hjilp av sina
nollstallen far man

?+z-2 (z—D(x+2) z-1 -2-1

= = = —3da —2.
22+5x+6 (z+2)(r+3) z+3  —2+3 e



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1B

i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Vi vill studera funktionen

2x
(a) Berdkna lim,_, f(x). (1p)
(b) Bestédm eventuella lodriata asymptoter. (1p)
(c) Skissera f:s graf med hjilp av (a) och (b). (1p)
Losning;:
(a)
. x x 2 . 2
hm :lm—-—:hm—:

g—ooxr —2 w—oox 1 —2r7!1 ool —2z7!
(b) « = 2 &r en lodrdt asymptot.
(c) v — 27 = f(x) — 400, 2 — 27 = f(r) — —o0 och v —
+oo = f(x) — 2 gor det LATT att rita f:s graf!

2. (a) Bestam inversen f~! till funktionen

y = f(r) = : (2p)



(b) Visa att f~to f =1id. (1p)

Losning;:
(a)
3z
y = = yr+2y=3r <= z(y—3) =2y =
T+ 2
—2y 1 —2x
r= s W=
(b)
3 —9. 3z
1 o1 _ 12
—6x
w2 6x .
3rx—3x—6 :
x+2 _6
3. Berakna
1_ 1
1‘ T a . 3
lim “— (3p)
dar a ar ett fixt tal.
Losning:
1_1 a—x 1 1 )
T = % —— = —— da z—a
r—a T—a ax a?



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 2A
i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Derivera funktionen f(z) = xv/1 — 22 och forenkla sedan derivatan sa
langt det gar.

Losning: f(z)=z- (1 —2%)/? =
fla)=(1-a) ta- %(1 )2 (Zog)

J— 1 1—a2—22 1-—222
V19— 22 V1 — 22 V1—a22

2. Visa att 2z arctan x > In(1 + 2?) for alla .

Losning: f(r) = 2zarctanx — In(1 + 2?) =

2 2z
1+22 1422

f'(z) = 2arctanz + = 2arctanz,

som ar < 0daz <0,=0dax=0och>0daax>0. Hiarav foljer att
f:s minsta véarde &r = f(0) =0, sa f(z) > 0 for alla x.
3. Bestam alla 16sningar till differentialekvationen y” + 4y = .

Losning: Karakteristiska ekvaationen r? +4 = 0 har rotterna r =
+2i = Ynom = A cos2x+ Bsin2zx. Om vi ansatter partikularlosningen
yp =arsafarvi0+4ar =2 <= a=1/4.

SVAR: y = Acos2zx + Bsin 2z + x/4.



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 2B
i SF' 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Derivera funktionen
fla)= S
et 41
och forenkla sedan derivatan sa langt det gar.

Losning: f(z) = (e* —1)/(e* + 1) =

(e +1)e” — (e —1)e” €% 4 et — 2% 4 o7 2e*

fiw) = (" +1)? G T

2. Visa att 22> 14 2lnz da = > 0.
Losning: f(z) =2 —-1—-2lnr =

f’<x>=2x—2:2(x_l) I e SN RV Gt}

i i T T

somar<0da0<zxz<1l,=0dax=1och>0daxz > 1. Héirav foljer
att f:s minsta virde da x > 0 dr = f(1) =0, sa f(z) > 0 dar.
3. Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen 3" — 4y = e*.

Losning: Karakteristiska ekvaationen > — 4 = 0 har rotterna r =
+2 — Ypom = Ae*® + Be ?*. Om vi ansitter partikuldrlosningen
yp = ae® sa far vi (a —4a)e® = e* <= —-3a=1 < a=—-1/3.

SVAR: y = Ae* 4+ Be ™ — 1/3¢".



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3A
i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang

sammanlagt.
1. Berékna
/ vor+1
dz.
x

Losning;:

¥ 1
/ T dr ={u=+vVr+1=1=1u’>—-1= dr =2udu}

x

u (w*—1)+1 1
= -2 =2 | ———du=2 1
/u2—1 udu / 21 du /( +(u—1)(u—|—1)) du
:2/ 1+ 1/2 — 1/2 du =2u+In
u—1 wu+1

ve+1-1
=2Vr+1+In|— |+ C
’\/$+1+1

u—1

c
il

U+

2. Berakna

/1 x dx
0o Vi—?

Losning;:

1
/ \/;Cd%:{uzl—x?idu:—2$d:v — xdr = (—1/2)du}
0 —x

* (=1/2)du "1 1/211



3. Harled volymen av ett klot med radien R.

Losning: Volymen V' av ett klot med radien R kan berdknas som den
rotationsvolym man far da halvcirkeln {y = vVR?> — 22, —R < x < R}
roterar runt z-axeln. Eller man kan ta tva ganger volymen da 0 < x <

R:
R R 318
V= / my?(z) do = 27r/ (R* — 2% dx = 27 [sz - 3]
0 0

R3 4
=21 | R®*— —=— ) = —R5.
o(w-) =3



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3B

i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang

sammanlagt.
1. Berakna
/ dx
or —4
Losning;:
dx
—— ={u=Vr-4=r=1u*+4= dr =2udu
/ v —4 { }
B / 2udu 2 / du
) ou(u44) 4 14 (u/2)?
1 —4
=3 2arctan(u/2) + C' = arctan :E2 +C.
2. Berakna
/O 2% dx
1T — ].
Losning;:

0 ,.2 0 /(.2 0
/ xdx_/ (x 1)+1dx—/ T 1 d
g x—1 1 x—1 1 r—1

x ’ 1 1
:{ —|—x—|—ln|x—1]} =——+1—-In2=—-—1In2.
2 2

l\Dlw



3. Harled arean av en cirkelskiva med radien R.
Losning: Cirkeln med radien R och med origo som medelpunkt ges av
ekvationen y? + 22 = R?. Day > 0 ar y = v R? — 22. Vi beriaknar den
sOkta arean A som fyra ganger arean i forsta kvadranten:

R
A—4-/ VR? —2%2dzx.
0

Lat 6 vara vinkeln i en ratvinklig triangel med motstaende kateten = x,
hypotenusan = R och nérliggande kateten = v/ R? — z2. Da éar

sin@z% <= x = Rsinf = dx = Rcosfdb,

och
/D2 2
cosf = % = VR? — 122 = Rcosb.
Alltsa blir

0=m/2 w/2
A=4 / R?%cos®0 df = 2R? / (1 + cos 20) df
0=0 0
w/2

=2R? [0 + %sin%} =92R?. g = 1R2.

0

10



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 4A

i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Undersok huruvida

—~ 5
kz:; kvk —17
ar konvergent eller inte.

Losning:

) 1 5

5
pu— f— . e b 0 ————————
WE—7 K2 -7k  J1-T/k

med b, = kd% Eftersom

ag

a
—5 serviatt lim — = 5.

lim ——
Vidare ar serien
o0 o0 1
D= mm
k=8 k=8

konvergent eftersom 3/2 > 1. Enligt jamforelsesatsen dr da ocksa
ZZOZS ay konvergent.

11



2. Bestam de tre forsta fran noll skilda termerna i Taylorutvecklingen av

sin x omkring punkten x = /6.

Losning;:

f(z) =sinx = f(n/6) = !

f'(x) = cosx = f'(/6) = >

5

V3

"(7/6) 11
1 (x) sing = —7— 55
. 1 N V3 < 7r> 1( 7r>
nmr=-+—\(o—=)—=-(x—=
2 2 6 4 6
3. Berakna , .
ef—-—1—-z-% - %
: 2 6
i 1
Losning;:

3

T x? x x2 23 zt

SE4
4
L+0(@%) 1 1
__ 24 - _
T 21 oW =5

12

d

da z — 0.



Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 4B

i SF 1625 Envariabelanalys for E, ht 2007.

e Inga hjalpmedel.

e Varje tal ger maximalt 3 poang. For godkand KS kravs minst 5 poang
sammanlagt.

1. Undersok huruvida

> o
k_
= 5k — 17

ar konvergent eller inte.

Losning:

med by, = (4/5)%. Eftersom

. . . Qg
lim - = 1 serviatt lim — =1.

Vidare ar den geometriska serien

konvergent eftersom 4/5 < 1. Enligt jamforelsesatsen ar da ocksa
ZZOZZ ay konvergent.

13



2. Bestam de tre forsta fran noll skilda termerna i Taylorutvecklingen av
cos x omkring punkten x = /6.

Losning;:

f(z) =cosx = f(n/6) = ?,

f(z) = —sinx = f'(7/6) = —

f"(m/6) 1 V3 V3
" = — _ = —— f — = ——
' (x) CoS T ST 5 5 T
V3 o1 7 \/3 T 2
cosx:———<x——)——<x——) + ...
2 2 6 4 6
3. Berdkna
Sinx—x—l—"’“"—3
lim — 6,
x—0 :[,‘5
Losning:
sinx—x—k%ﬁ_w—ﬁ—?—i—%—i—@(ﬂ)—x—i—%
b - x5
o 0GET) 1 1
120 2 o
120 /- — d 0
5 oo TOW) m g daow
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