KTH Matematik

SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 1A (gron)
fredagen den 17 oktober 2008 klo 13.15

Inga hjalpmedel ar tillatna. Forklara allt Du gor. Svaren maste motiveras.

1. Givet sambandet y = . Bestam ett sa stort intervall som mdojligt dar

1
V1—22

denna funktion &r inverterbar. Berékna sedan inversen (den inversa funktionen).

2. Bevisa med matematisk induktion att
14+3+54+---+2m—1)=m?

for alla positiva heltal m .

3. Givet olikheterna In(1+ z) < f(z) < 3 In(1 + 3x) for alla positiva reella z .

Vad kan ségas om lim f(x) och vad kan sédgas om liI(I)lJr flx) 7

SVAR: 1. Forst ser man att 1 — 22 maste vara positivt, dvs —1 < 2 < 1. Men
pa hela detta intervall kan man ej invertera funktionen p g a uttrycket x? , eftersom

1\2 1\2
t ex < — 5) = <+ 5) . Om man inskrianker z till att vara antingen positiv

eller negativ, far man tva mojligheter, varav den enklaste ovedersagligen ar att véilja
z>0:

Paintervallet I : 0 <z < 1 &r funktionen y = f(z) = inverterbar, eftersom

1
V1—22

funktionen ar strangt vaxande pa hela detta intervall. Vi inverterar genom att losa

1 1 1 1
ut y som funktionav z: y? = —— |, 1—2?= =, 2?2 =1—— , s =4,/1 - = .
1_ 22 Y2 Y2 Y2
1
Men z > 0, varav x:ffl(y)zul——Q, 1<y<oo.
Yy

2. Formeln stdémmer da m = 1. Under induktionssteget skall man t ex visa att
m?2+(2m+1)=(m+1)2.

3. Eftersom bada logaritmerna gar mot odndligheten da x gar mot oandligheten
och var funktion f &r instdngd mellan dem, sa maste dven f(x) ga mot odndligheten
da = gor det: lim f(z)=o00.
r—00
Da z krymper ner mot noll, gar bada logaritmerna mot noll, varfér &ven den
instdngda f(z) maste ga mot noll: liI(I)l+ f(z)=0 .
r—



SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 1B (rosa)
fredagen den 17 oktober 2008 klo 13.15

Inga hjalpmedel ar tilldtna. Forklara allt Du gor. Svaren méaste motiveras.

1. Funktionen f(z)= PUTE sr inte definierad for alla reella . Kan man “bittra
T

pa” definitionen sa att den blir definierad och kontinuerlig for alla reella x ? Hur
da?

2. Bevisa med matematiska induktion att

1 1 1 1 1
- il _ e =1 = = 0 >1.
5 + 4_|_ 2 + + o 1 on for alla heltal n >'1

3. Los ekvationen 2 In(x —4) =In2+1Inx .

SVAR: 1. Téljaren, funktionen g(x) = sinmz = sin(wz) &r definierad och
kontinuerlig for alla reella x . Detsamma géller for ndmnaren h(x) = wz . Saledes
9(@)
h(z)
skild fran noll, dvs da = # 0. Da x gar mot noll kan vi berdkna gransvardet av

sin T sint
zlimTzl. Om man

ar kvoten f(x) = definierad och kontinuerlig 6verallt, dar namnaren h(x) ar

om vi substituera =t: li = i
f(x) , om vi substituerar wz xli%f(a:) Lim — lim

nu bestdmmer att f(0) =1, sa blir funktionen f(z) definierad och kontinuerlig for
alla reella x .

1
2. Formeln stdimmer da n =1 : = = 3 Under induktionssteget skall man visa
1 r 1
att — oo+ oo =~ T

3. Man far In(z — 4)? = In(2x) , varav (x —4)? = 2z . Denna andragradsekvation
har de tva olika 16sningarna z = 8 och = =2 . Men l6sningen = = 2 duger icke, ty
da blir  — 4 negativ, och In(—2) gar inte att definiera som ett reellt tal. Det enda
svaret blir alltsa = =8 .



