KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1A

i1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Funktionen in(a? 4 o)
_osin(z” +y

f(l’, y) - 72 4 yg
ar snéll och valuppfostrad da (z,y) # (0,0). Kan man definiera f(x,y)
i punkten (0,0) sa att f(z,y) blir kontinuerlig dar? I sa fall, forklara
HUR!

Losning: (z,y) — (0,0) <= t=2?+1y> - 0 =

. sin(z +y?) . sint
lim ————=Ilim—— =1.
(z,y)—(0,0) x4+ y? t—0 ¢
Sa f(z,y) — 1 da (z,y) — (0,0) oavsett lings vilken vég detta
sker. Detta betyder att f(x,y) blir kontinuerlig i (0,0) om man sétter

£(0,0) = 1.

2. Lat w = f(x,y,2) = zy*23, och sitt sedan x = cost, y = €' och
z = In(t + 2) sa att w blir en funktion av t. Berdkna

dw

E(O).



Losning: Kedjeregeln ger att

dw Of dx Of @ af dz

dt O dt

8y'dt+8z.dt
1
2.3 : 3t 2_2
= 2% (—sint) + 22y2® e + 3 S
Yy z° - (—sint) + 2zyz° - e’ + 3xy“z —
Dat=0arx=1,y=1och z=1n2, varfor

dw, = 3 9 9
E(O) =0+2-(In2) +§~(ln2) :

. Lat funktionen z = f(x,y) vara given. Genom att inféra poléra koor-
dinater definierade av x = r cos ¢ och y = rsin ¢ kan z aven uppfattas
som en funktion av r och ¢. Visa att

0:\', (9:\'_(0:\', 1 (0:Y’
Ox dy)  \or r2\d¢ /)
Losning;:

0z 0z Oxr 0z Oy 0Oz 0z .
gzg,g_l_a_y.E:%-cosqS—ka—y-smqﬁ och
%:@.a_x_F%.@:_—Z-rsin¢+%-rcosgb:>
dp Oxr 0¢p Oy 0¢ Oz dy

92\> 1 [(32\* [9z\° , 920z . 92\* .,

(E) +r_2<8_¢> = <8_x) cos ¢+2%8_y cosgzﬁsmqﬁ—i—(a—y) sin“¢
92\ 2 5 0z 0z ) 92\° 2

+ (%> sin“¢p — 2%8_11 cos ¢ sin ¢ + (8_3;) cos“¢

-(3) ()



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1B

i1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Funktionen

__ Yy
f<x>y) - .1'2+y2

ar snall och véluppfostrad da (x,y) # (0,0), och &r uppenbarligen lika

med 0 lings koordinataxlarna. Blir f(z,y) kontinuerlig om man sitter
£(0,0) = 0?7 FORKLARA!

Losning: Léngs linjen y = z till exempel &r f = 1/2, sa f(z,y) —

1/2 # 0da (z,y) — (0,0) lings denna linje. Sa f(z,y) kan OMOJLIGT
goras kontinuerlig i (0, 0).

2. Lat z = 2y, och sitt x = u?+v?, y = cos(uv), sa att z blir en funktion
av u och v. Berdkna 0z/0u som en funktion av u och wv.

Losning;:

0z 0z Ox 0z Oy 9 .
9 2 2u + 9y B 2zy - 2u + x° - (—sin(uv) - v)
= 2(u? +v?) - cos(uwv) - 2u — (u® +v*)* - v - sin(uw)

= 4u - (u* +v?) - cos(uv) — v - (u? + v?)? - sin(uw).



3. Linjen (z,y,2) = t-(1,1,1) (diar —oo < t < o0o) skar ellipsoiden 2% +y*+
222 = 1 i en punkt p i forsta oktanten {z > 0,y > 0,z > 0}. Bestam
den minsta vinkeln mellan linjen och ellipsens utatriktade normal i
punkten p.

Losning: z = y = z = t insatt i ellipsoidens ekvation == 2 +#>+2t> =
1l < t?=1/4 < t=+1/2. Sap=(1/2,1/2,1/2).

F=2?+y*+ 222 = grad F' = (2x,2y,4z) = grad F(p) = (1,1, 2),
som &r den utatrikade normalvektorn i p. Sa den sokta vinkeln ¢ ges
av

(LL,1)-(1,1,2)  1+142 4 22
|(17171)|'|(17172>|_ \/g\/6 _3\/5_ 3

2v/2
= ¢ = arccos S ~ 19,5°.

cos ¢ =



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 2A

i1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Betrakta kurvan a® + 9? = 1 i xy-planet.
(a) I vilka punkter pa kurvan kan denna lokalt uppfattas som grafen
av en funktion y = y(x)? (1p)
(b) Berdkna y”(z) (som funktion av z och y(z)) i dessa punkter. (2p)
Losning: (a) F = 2% +y? — 1 = 0F /0y = 2y, sa OF /0y = 0 <
y = 0. SVAR: I punkter dar y # 0.
(b) d/dx pa 2® +y*(x) —1=0= 32> +2y -y =0 =

322 —2y - 62 + 322 - 2y
y/ = —— = y// = 2
2y(x) 4y
3z 2y —x-(—32%/2y) 3r , 5 5
=——" =——(4 3x°).
5 " 4y3( Y-+ 3x°)

2. Bestam alla lokala maxima, lokala minima och sadelpunkter for funk-
tionen

f(z,y) =22y — y* + 4.

(1 poéng for stationédra punkter, 2 poéng for deras karaktér).



Losning;:

_9f

0—%:4xy+4:4(xy+1)
0
0:—f:2x2—2y:2($2—y):>y:x2
dy
= 2" +1=0= 2 =—1= y=1=>stationira punkten (—1,1).
0*f 0*f 0*f _
@:43/, 900y =4z, (9_y2:_2:> i punkten (—1,1) att

A=4, B=—-4, C = —-2= AC — B?> = —8 — 16 < 0 = sadelpunkt.

. Lat » = »r(t) vara en deriverbar kurva i zy-planet och lat p vara en
punkt som inte ligger pa kurvan. Visa att om avstandet |p — 7(t)]
minimeras da ¢t = ¢y sa ar vektorn p — r(ty) vinkelrdt mot kurvan i
r(ty). Ledning: Minimera funktionen f(t) = |p — r(t)[*!

Losning:
Pty = (o~ (1) - (o~ r(1) = 20— (1) - <‘sz7) |

sadf/dt =0 for t =ty = (p—17r(ty)) ar vinkelrdt mot tangentvektorn
dr/dt(ty) <= é&r vinkelrdt mot kurvan i r(ty).



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 2B

i1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Betrakta kurvan z*y® = 1 i xy-planet.
(a) I vilka punkter pa kurvan kan denna lokalt uppfattas som grafen
av en funktion y = y(x)? (1p)
(b) Berdkna y”(z) (som funktion av z och y(z)) i dessa punkter. (2p)
Losning: (a) F = 2%y’ — 1 = 0F/dy = b2'y?, sa OF /0y = 0 <
xy = 0. SVAR: I punkter dar kurvan inte skiar koordinataxlarna.

(b) d/dx pa z* - y°(x) =1 =0 = 42 - S + 52" - ¢y* - ¢/ = 0
2yt (dy +52-y) =0=

4y(x) —bx -4y +4y-5 20 —4y
/ = - = /" = = — - —_
5 y 2542 2522 \Y T 5
20 Sy+4y  4-9y 36y
2512 5 2522 252

2. Bestam alla lokala maxima, lokala minima och sadelpunkter for funk-
tionen

flz,y) = 2® — 42® — zy — o*.

(1 poéng for stationdra punkter, 2 poéng for deras karaktér).



Losning;:

0
0= 8;2—390 —8x — vy,
_9f _ _ 2 _
O—a—y——x—2y2>x——2y:>3-4y + 16y —y =0

0 0
~— 3uy-(dy+5H) =0 = — r =
y-(dy+5) y {_5/4 x {5/2.

Sa de stationdra punkterna ar (0,0) och (5/2, —5/4). Andraderivatorna
blir

2 2 2
OF s, 2F 4 2SIy
0x? 0x0y ox?

I(0,0)fast A= -8 B==-1,C=-2= AC—B?=16—1> 0.

Och A <0, AC — B? > 0 = lokalt maximum.

[(5/2,-5/4) fas: A=15—-8=7 B=-1,C=-2= AC - B*=
—14 — 1 < 0 = sadelpunkt.

3. Lat f(z,y) och g(x,y) vara differentierbara funktioner. Visa foljande
produktregel for differentialer:

d(f-g)=df -g+ f-dg.

Losning:

Af-0) = 1 g)dat <f g)dy

(af +f @W +(§‘§ oS 5—2) i

y

g+f dg-



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3A

i1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Berdkna arean av en cirkelskiva med radien R.

Losning: Med polédra koordinater blir arean lika med

// dxdy—/ / rdrdp = dgb /
22 +y2<R? r=0J =0 ¢=0 =0

—27[2]r=0—ﬂR2

2. Berakna volymen av glasstruten {(z,y,2z) € R?: /22 +¢y? < 2z <
4 — 22 —y?}.

Losning: Struten begridnsas nedat av konen z = (/x%+ y? som i
sfiriska koordinater ges av § = /4, och uppat av sfaren 22432+ 2% = 22
med radien lika med 2. Sa med hjalp av sfariska koordinater blir voly-
men lika med

w/4 27
/ / / r? sin @ drdfd¢ = d(;ﬁ / sin6df - /
r=0Jo =0 9=0 -
2

— 21 - [~ cosO]7/* - {%3}0_% (1_E> gz ;(2—ﬁ>.



3. Berdkna arean av den del av planet 2z + 2y + 2z = 2 som ligger inom
rotationsparaboloiden z = 2% + y2.

LEDNING: Det ar wvdldigt 1att att berdkna arean av projektionen pa
xy-planet!

Losning: Pa skarningen mellan planet och paraboloiden ar

z2=2-20-2y=0" 4+ =2+ 20+ + 2y =2 <=
(z+1)?—1+@W+1)P2-1=2 < (2+1)*+(y+1)* =22
sa projektionen av skarningskurvan ner pa xy-planet blir cirkeln med

medelpunkt i (—1, —1) och radien 2. Med E = cirkelskivan {(z+1)*+
(y + 1)* < 2%} blir den sokta arean lika med

/[E \/1—i-(82/8I)2+(8z/8y)2dmdy://E\/mdxdy

:3-//dxdy:3- arean av F =3 -7 -2% = 127,
E

10



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3B
1 SF1626 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Berakna volymen av ett klot med radien R.

Losning: Med hjalp av sfariska koordinater blir volymen lika med

R ™ 2m o - R
/ / / 2 sin 0 drdfde = do - / sin @ do - / 2 dr
r=0 J6=0 J =0 $=0 9=0 —0
R

rs R 47R3
=21[—cosO|} - | =| =27-(1+1)-— = .
m[— cos 6], {3}0 T (141) 3 3
2. Berakna arean av ellipsskivan
22 P
— 4+ = <1.
4 + 9 &

Losning: Satt forst uw = /2 och v = y/3 sa att olikheten ovan 6vergar
iu?+v? <1 — som betyder enhetsskivan i wv-planet. Infor sedan
polara koordinater: u = r cos ¢, y = rsin¢. Da blir

T = 2u = 2r cos ¢,
y = 3v = 3rsin ¢,

dair 0 < r < 1och 0 < ¢ < 27. Med dessa sa kallade elliptiska
koordinater blir

d(z,y) et 2cos¢ —2rsing
d(r,6) ~ “\3sing  3rcos¢

dxdy =

) = 67 - (cos’¢ + sin¢) = 6r, sa att

d
(z,y) ‘ drd¢ = 6r drdg. Darmed blir arean lika med

d(r, ¢)
1 2 2 1 P21
/ / 6rdrd¢:6-/ d¢-/rdr:6-27r~l—] = 6m.
r=0 J ¢=0 0 0 2o

11




3. Berdkna arean av den del av sadelytan z = 2% — y? som ligger ovanfor
omradet {(z,y) € R*: 2 >0, —v <y <z, 2?2 +y* < 1} i zy-planet.

Losning: Med E = {(z,y) e R?*: 2 >0, —z <y <z, 2*+y* <1}
blir den sokta arean lika med

/ i V1 +(02/02)? + (02/0y)? dedy = / i V1+ (22)2 + (—2y)% dady
://¢qumw%mw:/l/m V1+ 4r2rdrde

7—7r/4

1

/ de - / (1+ 4r° 1/27“dr—7r { (14 4r )3/2}
o 38 .

=5 5 (77 -1) = (5\/5 —1).

12



KTH Matematik,
Olle Stormark.

Losningsforslag till KS 4A

i SF1633 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestdm de storsta och minsta vérdena av funktionen f(z,y) = = + 2y
pa enhetscirkeln 22 4 y? = 1.

Losning: Med g = 22 + y?> — 1 blir Lagrangesystemet

df = Agrad 1=X\-2x,

T = \gra

sta sracty — 2= X2y,

9=0 2, 2
o4y =1

y - (forsta ekvationen) — z - (andra ekvationen) = y — 2z = 0 <=
y = 2z. Insatt i den tredje ekvationen ger detta

1 1 2
r? 442 =1 <= x =+—= = punkterna =+ (—,—)

V5

f:s varden i dessa punkter ar

SVAR: Storsta virdet dr = /5, minsta ar = —/5.

ot
ot

13



2. Bestam de storsta och minsta vardena av funktionen
flay) =a®+2y° —
pa den slutna enhetsskivan {(z,y) € R?: 2% + y? < 1}.
Losning: Inre stationdra punkter:
0=0f/0r=20—-1 < z=1/2,
0=0f/0y=4y < y=0
— punkten (1/2, 0), dar f =1/4—-1/2=—1/4.

Randen: Dar ar y? = 1—2?,sa f = 2?+2—-22°—x = —2?—z+2 = g(x),
sag, med -1 <z <1. 0=¢'(z) = 2r—1= 2 =—1/2. Savi far
foljande kandidater till storsta och minsta varde pa randen:

g(-1)=—-1+1+2=2,
g(=1/2) = -1/44+1/2+2=2+1/4,
g(1)=-1-14+2=0.

SVAR: Storsta virdet = 2+ 1/4, minsta = —1/4.

/ rdy —ydx

I= | —/———

0 (LL’ - y)

dér v ar den del av enhetscirkeln som gar fran (0, —1) till (1,0) i den

fjarde kvadranten.
Losning: [ = f7 Pdx + Qdy, dar

3. Berakna

P=——- och Q= :
(z —y)? (z —y)?
RATTFRAMMA RAKNINGAR visar att 0Q/0z — OP/dy = 0, sa vi
kan byta vég (sa ldnge som vi haller oss borta fran den elaka linjen
x—y =0): lat oss vdja y =  — 1, dér x I6per fran 0 till 1. Pa denna
ar r —y = 1 och dy = dz, sa den sokta integralen reduceras till

1 Ay —1 1
po [ ey
=0 1 0

14




KTH Matematik,
Olle Stormark.

Losningsforslag till KS 4B

i SF 1633 Flervariabelanalys for E, vt 2008.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Bestdm de storsta och de minsta véirdena av funktionen f(z,y) = x4y
pa ellipsen z%/4 + y?/9 = 1.

Losning: Med g = 2%/4 + y?/9 — 1 fas Lagrangesystemet

4
lzéx,
2
rad f = A grad 2
grad f = Agradg 1:_Ay7
g=0 9
22y
— + = =1.
\4+9

4y - (forsta ekvationen) — 9z - (andra ekvationen) = 4y — 9z = 0 <~
y = 9x/4; insatt i den tredje ekvationen fas sedan

x2+9x2 1<:>13x2 1 i4 - ig
4 ' 16 16 N E RV T
f:s viarden i de tva funna punkterna ar
4 9 4 9
—_—— = V13 och <——,—) = /13.
(/5 vs) v

SVAR: Storsta virdet dr = v/13 och det minsta ar = —/13.

15



2. Bestam de storsta och minsta vardena som funktionen

f(xay) :x2—2x—2y
antar pa den slutna enhetskvadraten {(z,y) € R>: 0 <x <1 och 0 <
y <1}
Losning: Inre stationdra punkter: 0f /0y = —2 # 0 = finns ingal
Randen bestar av 4 réta linjestycken, som far undersokas var for sig.
(1)y=00ch 0 <2 <1= f=a%—2z; derivatan 2z — 2 = 0 ger
x = 1. Sa vi far foljande kandidater till storsta och minsta vérden:

f(0,0) =0,

f(1,0)=1-2=—1.
(2)x=10ch0<y<1= f=—1-2y, som &ar avtagande. Sa
storsta virdet dr f(1,0) = —1, och det minsta ar f(1,1) = —3.

(3): y =1 och 0 < a <1, respektive (4): = 0 och 0 <y < 1,
behandlas pa samma sétt.

SVAR: Storsta virdet dr 01 (0,0), minsta ar -3 1 (1,1).
3. Berakna

I = ]{(e” cosw — y) dx + (2zy — arctan(y?)) dy,
Y

dér v ar den positivt orienterade randen till omradet D = {(z,y) €
R?: 22 <y <1}
Losning: [ = 397 Pdx + Qdy, dar

P=¢"cosz —y och Q= 2xy— arctan(y?).
Dérmed blir 0Q/0x — OP/0y = 2y + 1. Green séger da att

rx=1
I=|[ 2u+1)dady = [ + )", do
D r=—1 y=r
1 1
:/ (2—x4—x2)dm‘:2/ (2 — a2t — 2 do
—1 0

5 371
11
—olor L T —o(2-2 2
5 3], 5 3

44
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