Lektion 11, Flervariabelanalys den 9 februari 2000

14.4.2 Beridkna integralen

// Va2 +y?dady
D

dér D ar disken 22 + 3? < a® och a > 0.

Vi ritar upp disken D.

D
N

Vi kan ganska enkelt beskriva omradet med poléra koordinater,
0<f<2mr, 0<r<a.

Om vi dérfor gor ett byte till polidra koordinater 6vergar areaelementet dx dy
till 7 dr df och uttrycket y/x2 + y2 till

Va2 +y2 = /(rcos0)? + (rsinf)? = |r|v/ cos26 + sin?0 = |r|.
Dubbelintegralen blir

2 a
// \/x2+y2dmdy:// rrdrd@z/ d&/ r2dr
D D 0 0

2m

2m a
:/ dé [%r‘?’}o = %ag df = %Wag.
0 0

14.4.10 Berikna integralen

2zy
//Q x2 +y2 dA?

dér Q &r kvartsdisken z > 0, y > 0 och 2% 4+ y* < a? med a > 0.

Omradet Q bestar av den del av cirkeldisken i forsta kvadranten.

Eftersom integranden &r positiv i omradet vallar inte den misstdnkta singulari-
teten i origo nagra beridkningstekniska problem eftersom integralen konvergerar
om och endast om dess itererade varianter konvergerar.

Omradet beskriver vi enklast med polédra koordinater

0<0<7/2, 0<r<a.

Ett byte till poldra koordinater foréindrar areaelementet dA till r dr df och om-
vandlar integranden till
2xy 2rcosfrsind

= = 2cosf sinf.
22 +y?  r2cos20 + r2sinf

Dubbelintegralen blir

2
// 2iy2dxdy:// 2 cos B sinf rdr df
QT Tty Q

w/2 a
:/ 2cos€sin9d¢9/ rdr
0 0

_ -29”/2 1,214 1 2
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14.4.12 Bestam

[

dér S ar cirkelsegmentet 22 + 3% < 2, > 1.

Omradet bestar av alla punkter innanfor cirkeln med mittpunkt i origo och ra-
die \/57 och med z-koordinat storre dn eller lika med 1.

Y

N

A

r=1

Omradet har ett visst matt av cirkelform sa vi kan forsoka oss pa att beskriva
omradet med polédra koordinater.
Vinkeln 6 ska ga mellan

1
—arccos —= = — 37T .
V2 V2
och
A
11
arccos E = Zﬂ'
Radien r har /2 som &vre gréns och R
1 0 i
cos 0 T 1 z

som undre gréins.
Omradet beskrivs alltsa i polidra koordinater som

<r<\/—.

cosa —

1 1

Areaelementet dr r dr df och integranden &r x = r cos 6.

Dubbelintegralen blir

// rdA = // T cos 6 rdrd@—/ cosﬁd@/
—m/4 /cos€
/4

V2 /
:/ cos@[é 3] dé):%/ 0050(2 )d&
—7/4 1/ cosf —n/4 s30
/4 /4
= 2—\/5 cosﬁdﬁ—l/ d—i
3 —/4 3 —7'r/4 COS 9
2 m/4 1 m/4 2
= \/_[sm } ——{tan@} \/_ \/_—— 2=2/3.
—m/4 3 —71'/4

Anm. T detta fall dr det inte ”sjdlvklart” att vi ska anvéinda polidra koordinater. I
kartesiska koordinater kan omradet skrivas

1<z<V2, —V2-22<y<2-22

och integralen blir
V2 \/2—:1:z
/ :vd:v/ d
1 —4/2—22

——/lox/gds:[gs\/g];:%

y:{3:27:ﬂ2; dS:*Z’Edm}

14.4.24 Bestdm volymen av det omrade som ligger ovanfor x, y-planet, innanfér cylin-
dern z? + 3% = 4 och under planet z = = + y + 4.

Innanfor cylindern, som har radie 2, uppfyller planets z-koordinat

z=zrz+y+4>-2-24+4=0



och ar alltsa ovanfor z,y-planet. Vi har ddrmed f6ljande principskiss. 14.4.26 Bestim volymen av omradet innanfér den cirkuldra cylindern z2 + y? = 2y

och innanfér den paraboliska cylindern 2% = y.

z
Vi skriver forst den cirkulédra cylindern i standardform.
Kvadratkomplettering i y ger
Y O=a?+y>—2y=a?+(y—1)2 -1 & 2?4+ (y—1)2%*=1.
x Den cirkuldra cylindern har alltsd mittpunkt i (x,y) = (0,1) och radie 1.

Omradet kan alltsa beskrivas som under funktionsytan z = x+y+4 och innanfor Z

disken D : 2% +y% < 4.
Volymen ges av den vilkénda formeln

V://D(x+y+4)dxdy.

Eftersom omradet dr cirkelsymmetriskt beskrivs det enklast med poldra koordi- /\ sy /
nater \J \) Y
x

0<f<2m, 0<r<2.

Volymintegralen &r
Den paraboliska cylindern &r en parabel i y, z-planet.

V= // (z +y + 4) de dy = { poldra koordinater } .
D
2m 2
:/ d@/ (rcos@ +rsinf +4) rdr
0 0

27 2
:/ d9[%r3c059+%r3sin9+2r2}
0 0

\
7

27
:/ (%cos9+ %sin6’+8> do
0

= {integral av cos eller sin 6ver en hel period =0} yy Y

- [80]?:1671




Omréadet ir alltsd alla punkter innanfér cirkeln 22 + (y — 1)? = 1 och mellan de
tva grenarna z = —,/y och z = \/y. Volymen ges av integralen

V=l

Eftersom omradet &r cirkulart infér vi poldra koordinater. Vinkeln 6 ska ga mel-
lan 0 och 7.

))dmdy—Q/ VY dx dy.

\
7

Radien r har 0 som undre gréns, och cosinussatsen ger att den Ovre grénsen
uppfyller

12 =12 472 — 2rcos(Z

5 —0) & r=2cos(% —60) =2sind.

2
Omradet kan alltsa beskrivas som

0<6<7m, 0<r<2sinb.
Volymintegralen blir

V= 2/ VY dx dy = { poldra koordinater }
D

:|25m9

T 2sin 6
22/ do Vrsinf Tdr—Z/ Vsin 6 2 r2\/r
0 0
T 5 g . 16\f 3
=2 Vsing - ¢ 4sin GﬁVSlanQZT sin”6 do
0 0

16v2 [T 16v/2
= 6—\/_/ (1 — cos?0)sinf df = GT\/_ [—00894— %00839}
0

SR ey = 2

™
0

Anm. Om vi bara sett till att férenkla omradet skulle vi infért poldra koordinater
centrerade kring (0,1),

x =1rcosb,

y=1+rsinb,
vilket hade givit
0<0<2r, 0<r<1.

Men da hade integranden blivit jobbigare, sa det dr tveksamt om detta varit battre. Det
ar alltid en balans mellan att férenkla integrationsomradet och att se till integrandens
analytiska form, &ven om forenkling av integrationsomradet ofta viger tyngre.

14.4.32 Bestiam

//P(:f +y?)dA

dar P ar parallellogrammet som begradnsas av de réta linjerna x +y =1, z +y = 2,
3x + 4y = 5 och 3x 4+ 4y = 6.

Vi ritar upp omradet P.




Omradet forenklas om vi viljer ett nytt koordinatsystem med omradets be-
griansningslinjer som koordinatlinjer,

u=1x+y,
_ (%)
v = 3z + 4y.

Detta linjéra koordinatbyte &r 1:1 eftersom determinanten av basbytesmatrisen
ar

1 1
‘3 4’—4—3—17&0.
I detta nya koordinatsystem beskrivs omradet P som 1 <u <2, 5 <v <6. Vid
overgangen till (u,v)-planet dndras areaelementet till

(z,y) oo
drdy = ’det(a(u,v)>‘ du dv = belopp g_z % du dv.

Fran (x) kan vi uttrycka x och y i u och v,

T =4u—v

y=-3u+v

och far

dx dy = belopp ‘ _4 711 ’ dudv = du dv.

3

Integralen blir

// z? 4 y? d:z:dy—/ du/ du —v)* + (=3u+v)?) dv

= / du/ (25u2 — 1duv + 21)2) dv
1 5
v=6

2
= / du [25u2v — Tuv? + %’US}
1 v=>5

2
= / (15042 — 2520 + 144 — (1250% — 1750 + 22) ) du
1

2
= /1 (25u* — T7u + 182) du

2
= [ 248 172 4 182, }

:200 154 + 364 (25_77+182):%.

14.5.2 Beridkna trippelintegralen

1]

dar B ar riatblocket 0 <z <1, -2<y<0,1<2<4.

Vi ritar upp rétblocket B.

T

Omradet kan vi se som bestaende av alla punkter (z,y,z) med z,y-koordinat
innanfoér rektangeln D : 0 < x < 1,—2 < y < 0 och z-koordinat mellan funk-
tionsytorna z = 1 och z = 4.

Med iterationsformeln har vi

4
/// xyde:// dﬂr:dy/ ryzdz
/ dmdya;y 1 2 :—// zy dx dy.



Omradet D kan i sin tur beskrivas som omradet mellan funktionskurvorna y = —2
och y =0.

\
7

Vi far med iterationsformeln

// rydrdy = — /dm/ zy dy

_ 2 O dx{% }_2:_15/0 zdr = —15/2.

14.5.4 Beridkna trippelintegralen

o |

dir R &r tetraedern som begrénsas av koordinatplanen och planet z + % +-=1.
a

Planet x/a + y/b + z/c = 1 skir koordinataxlarna i punkterna (a,0,0), (0,b,0)
och (0,0, ¢) varfor tetraedern har utseendet

z

Vi kan beskriva omradet som alla punkter (z,y, z) med z, y-koordinater innanfér
bastriangeln T'i x, y-planet och z-koordinat mellan funktionsytorna z = 0 och z =
¢(l —x/a —y/b). Tterationsformeln ger

///Rde = //Txdxdy/ocu_x/a_y/b) dz
_ c//Tx(l ~wfa—y/b)dzdy.

Triangeln T kan beskrivas som omradet mellan funktionskurvorna y = 0 och y =

b(l—z/a).

a gzb(l—x/a)

(1—z/a)
// (17777 dxdy*c/ xdz/ lfffg)d
a b(l—x/a)
:C/o zdx[(l——)y—%y}
:c/ x(b(l—x/a)z—%b(l—x/a)g) dx
0
= %bc/O x(l—x/a)gdx: %bc/o (z— 22> + L2%) do

Vi far



14.5.10 Berikna trippelintegralen

] v

dir R &r den del av kuben 0 < z,y, z < 1 som ligger ovanfor planet y 4+ z = 1 och under
planet x +y + 2z = 2.

Omradet R bestar av alla punkter (z,y, z) som uppfyller olikheterna

0<z<I1, (1)
0<y<l, (2)
0<z<1, (3)
y+z2>1, (4)
r+y+z<2 (5)

Istéllet for att forsoka rita upp det ganska komplicerade omradet R ska vi skriva
om (1) till (6) till en form som vi direkt kan anvénda i en itererad variant av
trippelintegralen.

Fran (3) far vi olikheten

0<z<1. (6)
Olikhet (2) och (4) ger
0<y<1l-—z. (7)
Olikhet (1) och (5) ger
0<z<2—y—2z (8)
Vi har ddrmed visat att
0<x <1,
0<y<1, 0<2<1,
0<2<1, = 0<y<1l—z
y+z2>1, 0<xr<2—y—=z.
z+y+z2<2,

For att (6) till (8) ska beskriva samma omrade som (1) till (5) maste vi ocksa
visa den omvénda implikationen, d.v.s. att (6), (7) och (8) medfér olikheterna (1)
till (5).

(3): foljer direkt av (6),
(4): foljer direkt av (7),
(5): foljer direkt av (8),
(2): y<1l: foljer av (7),
y>0: (7)och(6)gery>1—-2>1-1=0,
(1): x<1l: )och(4)gerz<2—-y—2z=2-—(y+2)<2-1=1,

x>0: foljer av (8).

Trippelintegralen ar

1 1—= 2—y—=z 1 1—=z 2—y—z
///de:/dz/ ydy/ dx:/dz/ ydy[m}
R 0 0 0 0 0 0
1 1—2 1 1—s
:/ dz/ y(2—y—z)dy:/ dz [yQ—%yg—%y%z}
0 0 0 0
1 1
:/ (-7 10 -2~ 30— =) dz:/ (1—2)°(2 - L2)dz
0 0

1 1
:%/0 (1722+z2)(4fz)dz:%/0 (4—92+62" —2%) dz

1
ar-322 4220 - 124 = &
0
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