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1) L̊at f(t) = t2 d̊a |t| ≤ π och en 2π-periodisk funtkion p̊a hela reella linjen. Det gäller (5p)
att f(t) har Fourierserien

F (t) :=
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos(nt).

(a) Motivera varför F (t) = f(t)? (2p)
(b) Bestäm Fourierserien G för f ′ (motivera). (1p)
(c) Vad är G(π) (motivera)? (2p).

2) Undersök om funktionssekvensen (5p)

Kn(x) =

{
3(n− n3x2) |x| < 1/n
0 |x| ≥ 1/n

är en positiv kärna (motivera ordentligt). Vad är värdet

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

K ′n(x)f(x)dx,

där K ′n(x) = dKn/dx är derivatan, och f är en deriverbar funktion.

3) L̊at g(t) = (1− t2)3/2. Bestäm konstanterna a, b, c s̊a att (5p)

∫ 1

−1

|15πg(t)− 4(11 + at+ bt2 + ct3)|2√
1− t2

dt,

blir minimal.

4) Bestäm en lösning i form av tempererade distribution till differentialekvationen (5p)

f ′′ + f = δ′ .

5) Bestäm Foriertransformen för funktionen (5p)

f(t) =
t

t2 − 2t+ 5
.

(Det behövs inte n̊agra beräkningar, om man använder Beta samt egenskaper hos Fouri-
ertransformen.)

6) Bestäm en lösning till integralekvationen (5p)

xe−x
2

=
∫ ∞
−∞

4(x− y)e−4(x−y)2f(y)dy −∞ < x <∞.



7) Lös modifierade v̊agekvationen (6p)
uxx − utt − 2ut = 0 0 < x < π, t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0 t > 0
u(x, 0) = sin x+ sin 3x 0 < x < π
ut(x, 0) = 0 0 < x < π.

Lycka till
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1) Definitionsomr̊adet bör nog utökas till [−π, π] för enkelhetsskul.
(a) Enligt sats i boken, gäller det att F-serien konvergerar mot f(t), om f är kontinuerlig
samt F-serien är absolutkonvergent. B̊ada villkoren är uppfyllda.
(b) Fourierkoeffiecienterna för f och f ′ har sambandet cn(f) = incn(f

′) om f är deriverbar
p̊a T (förutom i t = ±π) och därför gäller detta samband. Allts̊a

F ′(t) := 4
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin(nt) = f ′(t).

(c) Eftersom f ′ inte är deriverbar i ±π men den har höger och vänsterderivator s̊a gäller
enligt sats att

F ′(π) =
f ′(π+) + f ′(π−)

2
= 0.

2) De tre villkoren för positiva kärnor är Kn ≥ 0,
∫ a
−aKn = 1, samt

lim
n→∞

∫
δ<|s|<a

Kn = 0, ∀δ > 0.

Beräkning ger att tv̊a av dessa är uppfyllda men
∫ a
−aKn = 4. Därför enligt definition är

den inte en kärna. Partiellintegration och det faktum att K(±1/n) = 0 ger att integralen
blir lika med∫ ∞

−∞
K ′n(x)f(x)dx = −

∫ ∞
−∞

Kn(x)f
′(x)dx = −4

∫ ∞
−∞

Kn(x)

4
f ′(x)dx→ −4f ′(0),

d̊a Kn/4 är en positiv kärna.

3) Jämför Ex. 5.14 i textboken. Inreprodukten är relaterade till Chebyshevs polynom.
Därmed motsvarande räkningar som i sidan 129 kan göras och man f̊ar

a = c = 0, b = −12.

4) Vi kan ta Fouriertrnsform för b̊ada leden och f̊ar

−ωf̂ + f̂ = iω

som ger

2f̂ =
2iω

1− ω2
= − i

ω − 1
− i

ω + 1
.

sätt nu ĝ(ω) = 2/iω d̊a är

4f̂ = − 2i

ω − 1
− 2i

ω − 1
= −F(eitsgn(t))−F(e−itsgn(t)) =

= −F(2 cos tsgn(t)).

Dvs f(t) = (cos tsgn(t))/2.



5) Kvadrera nämnaren, och vi f̊ar

f(t) =
t

(t− 1)2 + 22
=

(t− 1)

(t− 1)2 + 22
+

1

(t− 1)2 + 22
.

Sätt g(t) = t/(t2 + 22) h(t) = 1/(t2 + 22) för att f̊a f(t) = g(t− 1) + h(t− 1). Vi har

f̂(ω) = ĝ1 + ĥ1(t) = e−ωiĝ(ω) + e−ωiĥ(ω) = −iπe−ωie−2|ω|sgn(ω)/2 + πe−ωie−2|ω|/2.

6) Vi kan integrera b̊ada leden m.a.p. x för att f̊a

e−x
2

=
∫ ∞
−∞

e−4(x−y)2f(y)dy −∞ < x <∞.

Nu tar vi F-transform för b̊ada leden (m.a.p. x självklart!).

√
πe−ω

2/4 =
∫ ∞
−∞
Fx(e−4(x−y)2)f(y)dy.

Vi f̊ar

Fx(e−4(x−y)2) = e−iyωFx(e−4(x)2) = e−iyω
√
π

4
e−ω

2/16

som efter insättning ger

e−ω
2/4 =

1

2
e−ω

2/16
∫ ∞
−∞

e−iyωf(y)dy

som förenklas till

2e−3ω2/16 =
∫ ∞
−∞

e−iyωf(y)dy = f̂(ω).

Enligt Beta är d̊a

f(t) =
1

3π
e−4t2/3.

7) Varibelseparation leder till

X ′′ − λX = 0, X(0) = X(π) = 0

samt
T ′′ + 2T ′ − λT = 0.

Initial data T (0) = sin x+ sin 3x samt T ′(0) = 0 f̊ar vänta!
Vi löser dessa ekvationer för olika val av λ:

λ ≥ 0 inser man genast att det inte finns ngra lösningar som även satisfierar randavillko-
ren. För λ = −n2 < 0 har vi X = A cosnx+B sinnx som efter insättning av initialdata
ger A = 0 och B fritt. För T f̊ar vi

T ′′ + 2T ′ + n2T = 0,

som ger lösningen

T (t) = e−t(An cos(
√
n2 − 1)t+Bn sin(

√
n2 − 1)t) n > 1



och (pga dubbelrot r0 = −1 för den karaktäristisa ekvationen f̊ar vi

T (t) = (a+ bt)e−t, d̊a n = 1.

En lösning blir d̊a

u(x, t) = (a+ bt)e−tsinx
∞∑
n=2

sinnxe−t(An cos(t
√
n2 − 1) +Bn sin(t

√
n2 − 1).

Nu kan vi använda initialdata u(x, 0) = sin x+sin 3x, samt ut(x, 0) = 0 givna i problemet.

0 = u(x, 0) = a+
∞∑
n=2

An sinnx = sinx+ sin 3x

ger An = 0 d̊a n 6= 3 och A3 = 1 samt a = 1. Sätter vi in detta och använder andra
villkoret för vi

0 = ut(x, 0) = b sinx− sinx− A3 sin 3x+
∞∑
n=2

Bn sinnx
√
n2 − 1,

som ger b = 1 B3 = 1/
√

8, och Bn = 0 för övriga n. Lösningen blir allts̊a

u(x, t) = (1 + t)e−t sinx+ sin 3xe−t cos t
√

8 + e−t sin 3x
sin t
√

8√
8

.


