Institutionen for Matematik, KTH

TENTAMENSSKRIVNING
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Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Tentamen bestar av 7 uppgifter som ger totalt hogst 36 poang. Uppgifterna 1-6 ger hogst 5

poang vardera och uppgift 7 ger hogst 6 poang. Tentamenspodng och bonuspodang adderas.
Prelimindra betygsgranser: A: 32- , B: 28-31, C: 25-27, D: 21-24, E: 18-20, FX: 16-17.

1) Lat f(t) = t* da |t| < 7 och en 2m-periodisk funtkion pa hela reella linjen. Det galler (5p)
att f(t) har Fourierserien

(=n"

t).
" cos(nt)

7]_2 o]
F(t) := 3+ 43
n=1

(a) Motivera varfor F(t) = f(t)? (2p)
(b) Bestam Fourierserien G for f' (motivera). (1p)
(c¢) Vad dr G(m) (motivera)? (2p).

2) Undersok om funktionssekvensen (5p)
[ 3(n—n?z?) lz| < 1/n
Konlz) = { 0 2 > 1/n

ar en positiv kirna (motivera ordentligt). Vad dr virdet

lim [ K/ (z)f(x)dz,

n—oo —00

dir K/ (z) = dK, /dx dr derivatan, och f dr en deriverbar funktion.

3) Ldt g(t) = (1 — t?)3/2. Bestim konstanterna a,b,c sd att (5p)
/1 [15mg(t) — 4(11 + at + bt* + ct3)|2dt
—1 V1—1t? ’
blir minimal.
4) Bestdm en losning i form av tempererade distribution till differentialekvationen (5p)
f// + f — 6/ )
5) Bestam Foriertransformen for funktionen (5p)
t
t) = ———.
f®) 2 —2t+5

(Det behdvs inte nagra berdkningar, om man anvinder Beta samt egenskaper hos Fouri-
ertransformen.)
6) Bestam en losning till integralekvationen (5p)

ze ™ = / Az — y)e @97 f(y)dy —00 <z < o0.



7) Lds modifierade vagekvationen (6p)

Uge — Ugg — 2Up = 0 O<z<mt>0
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

u(z,0) =sinz +sin3z O0<z <7
u(z,0) =0 O<z<m.

Lycka till
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1) Definitionsomradet bor nog utékas till [—m, | for enkelhetsskul.

(a) Enligt sats i boken, gdller det att F-serien konvergerar mot f(t), om f dr kontinuerlig
samt F-serien dr absolutkonvergent. Bada villkoren dr uppfyllda.

(b) Fourierkoeffiecienterna for f och f' har sambandet c,,(f) = inc,(f') om f dr deriverbar
pa T (forutom it = £ ) och ddrfor giller detta samband. Alltsa

1)n+1

sin(nt) = f'(t).

(c¢) Eftersom f' inte dr deriverbar i =m men den har héger och vinsterderivator sa gdller

enligt sats att . B
ey = ST 1)

=0.

2) De tre villkoren for positiva kdrnor dr K, >0, [ K, =1, samt

lim K,=0, ¥5>0.

n—oo Ji<|s|<a

Berdkning ger att tva av dessa dr uppfyllda men [°, K,, = 4. Ddirfor enligt definition dr
den inte en kdrna. Partiellintegration och det faktum att K(£1/n) =0 ger att integralen
blir lika med

| K@@=~ [ K@)f @) = —4 /

—00

x)dr — —4f'(0),
da K, /4 dr en positiv kirna.

3) Jamfor Ex. 5.14 i textboken. Inreprodukten dar relaterade till Chebyshevs polynom.
Ddrmed motsvarande rakningar som 1 sidan 129 kan goras och man far

4) Vi kan ta Fouriertrnsform for bada leden och far

~wf+f=

som ger

. 2w i i

2f = = — - :

/ 1—w? w—1 w+1

satt nu g(w) = 2/iw da ar
. 2 2 . .
1f = =2 = S = —F (e sgn(t)) — Fle " sgn(t)) =

w—1 w-1
= —F(2costsgn(t)).
Dus f(t) = (costsgn(t))/2.



5) Kvadrera ndmnaren, och vi far

t (t—1) 1

f<t>:(t_1)2+22:(t_1)2+22+(t—1)2+22'

Satt g(t) =t/(t*> + 2%) h(t) = 1/(t* + 2%) for att fa f(t) = g(t — 1) + h(t —1). Vi har

~

Ffw) = g1+ hi(t) = e ¥G(w) + e “h(w) = —ime e M sgn(w) /2 + me e /2]

6) Vi kan integrera bada leden m.a.p. x for att fa
e = / 6_4(x_y)2f(y)dy —00 < T < 00.
Nu tar vi F-transform for bada leden (m.a.p. x sjdlvklart!).

Ve = [ F (e )y,

Vi far
Fo (e~ 0?) = g (o= 4@y = gmive [T —0?/16
(e )=e (e )=e 1€

som efter insdttning ger

—w? 1 —w? oo —iyw
R

som forenklas till
2e 10— [ cmim f(y)dy = f(w)
Enligt Beta ar da

1 2
H) = L 473
f) =5

7) Varibelseparation leder till
X"—AX =0, X(0)=X(m)=0
samt
T"+27"— \T = 0.

Initial data T'(0) = sinz + sin 3z samt T"(0) = 0 far vanta!
Vi loser dessa ekvationer for olika val av \:
A > 0 inser man genast att det inte finns ngra losningar som dven satisfierar randavillko-

ren. For X = —n? <0 har vi X = Acosnx + Bsinnx som efter insdttning av initialdata
ger A =0 och B fritt. For T far vi

T" + 27" +n’T = 0,

som ger losningen

T(t) = e (A, cos(y/n? — 1)t + B, sin(y/n? — 1)t) n>1



och (pga dubbelrot ro = —1 for den karaktdiristisa ekvationen far vi

T(t) = (a+bt)e ™, din=1.
En losning blir da
u(z,t) = (a+ bt)e 'sinz Y sinnze (A, cos(tvn? — 1) + B, sin(tvn? — 1).
n=2

Nu kan vi anvinda initialdata u(z,0) = sin z +sin 3z, samt u.(z,0) = 0 givna i problemet.
0=u(z,0)=a+ > A,sinnz =sinz + sin3z
n=2

ger A, =0 dan # 3 och A3 = 1 samt a = 1. Sdatter vi in detta och anvinder andra
villkoret for n

0 =wuy(x,0) = bsinx — sinz — Assin 3z + Z B, sinnzvn?—1,
n=2
som ger b=1 By = 1/\/8, och B, = 0 for évriga n. Lisningen blir alltsd

sin t\/g
v

w(x,t) = (1 +t)e ' sinz 4 sin 3ze ™ cos tv/8 + e sin 3z



