Institutionen for Matematik, KTH

TENTAMENSSKRIVNING
SF1629, 2008-10-23, kl. 8.00-13.00

Hjdlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Tentamen bestar av 6 uppgifter som ger totalt hogst 19 podng. Tentamenspodng och
bonuspodng adderas. Prelimindra betygsgranser: for betyg Fx kravs § podng, for betyg E
kravs 9 podng, for betyg D kravs 11 podng, for betyg C kravs 13 podang, for betyg B krdvs
15 podng och for betyg A krdvs 17 podng.

1) Los foljande differentialekvation
(2 =20 +2)y' = (x - 1)1 -y*).,  y(0)=3

samt ange storsta intervall dar 1osningen existerar.

2) Given differentialekvationen
20t — 1)%y" +3(t — 1)y —y =0, t>1,

visa att y; = (t —1)7! ar en 16sning. Bestdm en andra linjirt oberoende 16sning y» (Du
ska dven visa att l6sningarna ér linjért oberoende).
3) Betrakta differentialekvationen

] 1 ] 1
2" + n(73+8) L n(_93+t )
Sinx Sinxr

y =0,

dar s, t ar reella tal.

a) For vilka virden pa dessa konstanter dr punkten z = 0 en irreguljir singulir punkt?
b) For s = t = 2 bestdm de tva forsta termerna i utvecklingen av serielosningen kring
x = 0, for den storsta roten till indicialekvationen.

4) Med hjalp av Laplacetransformen bestdm 16sningen till
Yy =%+ Ty =¥, y(0)=0, y(0)=1, y"(0)=3.
5) Los systemet av differentialekvationer

v = 2x — 4y + de y = 2x —2y.

6) Visa att foljande system
¢ =3z —y—xe” Y, Y =1+ 3y —yet Y

har en periodisk 16sning. (Ledning: Anvénd polédra koordinater.)
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1) Skriv om ekvationen

dy 2(x —1dx 1 9 ,
- — ~(In(z? — 2 + 2))'dx.
[ 2 _2mq2 gUn@ —2rd2))d

Vinsterledet kan partialbraksuppdelas och vi far
dy/2 dy/2 1 9
ZIE L 22 S (In(a? - 22+ 2))d
1—y+1+y 2(n(x z+2))de,

integration ger

1
(Inl+y|—Injl—y|) = i(ln(:r;2 — 2x + 2)) + konstant.

N | —

Losningen ges nu av

11+ yl

In
11—yl

= In(2® — 2z + 2) + konstant

och efter inséttning av y(0) = 3 far vi konstant = 0. Nu kan vi 16sa y i termer av z och
far

2
(z—1)*

existensintervallet blir x < 1, eftersom x = 0 ligger i detta intervall.

ylx) =1+

2) Insdttning ger att funktionen 19ser ekvationen. Den andra lésningen kan fas genom
ansatsen y = v(t — 1)7!, som efter deriveringar och insattning reduceas till

2(t — 10" =o' =0.
Funktionen v’ kan enkelt 16sas ur detta (separation av variabler) och vi far v = ¢, (t—1)/2,
dvs v = (2/3)cy(t—1)3/?4-¢cy. Alltsa blir den andra l6sningen y, = (2/3)cy(t—1)Y2+cy(t—
1)~L. Vi kan vilja ¢, = 0, eftersom y; ér en 16sning och ¢; = 3/2 for att fa y, = (£ — 1)Y/2.
Nu beriknas Wronskianen som blir (3/2)(t — 1)7%2 # 0, dvs linjirt oberoende.

3) Jamfor sidorna 286-289 i boken. Vi har P(z) = 2, Q(z) = In(x + 1)/sinz®, R(z) =
In(z+1)/sinz* (se ekvation (11)-(14) sidan 288. Darmed kan vi berdkna pg = lim, o Q(z) =
rln(z +1)/2sinz?, samt go = lim, o Q(z) = 2*In(x + 1)/2sinz!. Vi ser att om s > 2 sa
kommer gréansvérdet pg inte exitera, och far s < 2 sa exiterar gransvardet. For ¢ > 3 har
vi ocksa att qp inte existerar. Darfor ar x = 0 en irregular singular punkt for s > 2 eller
t> 3.

For s =t = 2 har vi att pg = 1/2, g0 = 0 (anvénd Taylorutveckling for In(z + 1) och
sin z? och berikna gransvirdet).

Vidare har vi att indicialekvationen &r r(r — 1) 4+ por + go = 0 och med dessa vérden
po=1/2,q0 =0 far vi r; = 0,7y = 1/2. Skriv om ekvationen till

2sin2%y” +In(z + 1)y +In(z + 1)y = 0.



Vi gor ansatsen
(o]
o n+1/2
y=> aa"t?

n=0
och far .
y = Z(n + 1/2)66711’”*1/2 _ (&0/2):[71/2 + (3/2)@11‘1/2 + O(:zc3/2),
n=0
Y =3 (n+1/2)(n = 1/2)aa" " = ~(ao/9x™*2 + (3/Narz™/? + O(a*/?),
n=0
samt

sinz® = 22 + O(a"), In(z + 1) =z + O(a?).
Inséttning i ekvationen ger
2[22 + O(zh)|[—ao/4273% + (3/4)arz~ 2 + O(2'/?)]+
[z 4+ O(z)][(ao/2)x~ Y2 + (3/2)arz'? + O(z*?)] + [z + O(2)][agz? + O(z*/*)] = 0
(3a1 4 ag)z*? + O(z*'*) = 0,
dvs a; = —ag/3 och ag kan véljas fritt. Valet blir da

ao(1 — (1/3)2/? + hogre termer).

4) Laplacetransformen av ekvationen leder till

249257
s—2
eller
2
9g —
(452 9s4T)y = S 2T
s—2
2
925 —
P2 Ts_y =TT
2
S_
dvs
1 1 1

Tar vi inversen far vi

5) Ekvationen i matrsiform ér x' = Ax + b dér

A= < g :;l > : x = (21, x2), b = (4¢7%,0).

Matrisen A har tva egenvarden A\ = 2i, \y = —2i. Egenvektor till A = 2i ar £ = (1+14, 1),
som ger 1osningen x = £e? vars real och imaginir del bli

x! = (cos 2t — sin 2t, cos 2t), x? = (cos 2t + sin 2t, sin 2t).



En partikulér 16sning kan hittas med hjélp av ansatsen x, = (a, b)e " och efter inséittning
vi far a = 0,0 = 1. Alltsa den allménna l6sningen blir

B cos 2t — sin 2t n cos 2t + sin 2t n 0
X=a cos 2t C2 sin 2t e 2t

6) Vi ser att (0,0) &r en kritisk punkt till systemet. Vi visar att den ar det enda kritiska
punkten. Infor polara koordinater som ger

. 2 . . 2
3rcos) —rsinf = rcosfe”, rcosf+ 3rsinf = rsinfe” .

Om 6 # nr/2, med n heltal, kan vi forkorta med r # 0 och dividera ekvationerna med
cos 6 respektive sin 6 och fa

3—tanf =cotf +3 =¢

som kan inses litt fran de forsta 2 ekvationerna att tan?f = —1 som inte har nagon
l6sning.

For r # 0 sa kan inte heller § = nw/2 (prova i ekvationen).

Vi kan nu skriva om ekvationen i polara form

2

Tr'—ﬁ—m@—i— dy

ot T T Va

=32 —r2%” =23 —¢").
Man ser att for = litet sa &r 7" > 0 (dvs losningskurvorna gar utat) och for r stort sa ar
r" < 0, dvs (dvs l6sningskurvorna gar inat). Men detta innebédr att det maste finnas en
periodsik 16sning som gar runt origo (Poincaré-Benedixson sats).
Ekvationen kan &dven losas explicit med hjalp av polara koordinater. Vi far efter lite
rakning att
0 =1, ¥ =3r —re”

som har 16sningen 6 = t + 0y samt r = v/In 3. Detta ger

z(t) = VIn 3 cos(t + b)), y(t) = VIn3sin(t + 6p)



