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Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Tentamen bestar av 7 uppgifter som ger totalt hogst 36 podang. Uppgifterna 1-6 ger hogst 5
podang vardera och uppgift 7 ger hogst 6 poang. Tentamenspodng och bonuspoding adderas.
Prelimindra betygsgranser: A: 32- , B: 28-31, C: 25-27, D: 21-24, E: 18-20, FX: 16-17.

1) Berdkna exakta virdet av (5p)
s 1
nz::l 4n? -1’
genom att anvdanda Fourier-cosinusserien for funktionen sinx over ett lampligt intervall.
2) Berdkna gransvdrdet (5p)
1/n
lim nf(z)(1 — |nz|)de,
n—00J_1/n
dr f r en kontinuerlig funktion.
3) Lat f(t) = 5. Visa att f f ar i L*(R). (5p)
4) Given differentialekvationen

2" + 3tu’ + Au = 0, l<t<e, u(l)=0  wu(e) =0.

(a) Skriv om ekvationen sa att en symmetrisk operator A kan assoiceras till ekvationen i (2p)
ett lampligt L2 (1,¢e) rum (i enlighet med Sturm-Liouvilles sats).
(b) Bestam egenvirden och egenfunktioner till ekvationen. (Ekvationen dr av Eulertyp.) (3p)

5) Lat u vara en ldsning till virmeledningsekvationen (5p)
Ugy — Up = 0, u(z,0) = f(x), reR, t>0,
dir f € LY(R). Lat vidare

67{172/4t
E(x,t) = .
(1) VArt
Visa att u= E(x,t) * f(x)
6) Bestam en funktion g sadan att (5p)
ey
7) Visa att for alla positiva heltal n gdller det att (6p)
g6™ =0

dir 8™ dr n-te derivatan av Diracs deltafunktion i origo och g(z) = eV di x # 0 och

9(0) = 0.
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1) For att fa F-cos serien maste vi ha en jamn funktion. Ddrfor definerar vi f(x) =
|sinz|. Enligt Beta, s. 310 gdller det att

2 4 1
|sinz| = F(z) := — - ;; 1 cos(2nz).

Eftersom f(x) dr kontinuerlig gdller det att f(0) = 0 = F(0), dvs F-serien har samma
varde som funktionen i puntken 0. Ddrmed

2 4 1

0=—— _—
T ﬁ;4n2—1
som ger
1 e 1
5_;4712—1'

2) Lat U,(z) = n(1 — |nz|)? pd inervallet (—=1/n,1/n) och U, =0 for dvrigt.
De tre villkoren for positiva kdrnor dr U, >0, [°° U, =1, samt

lim U, =0, Vo > 0.

=0 Ji<|s|<a

Berdkning ger att tva av dessa dr uppfyllda men [0 U, = 2/3. Ddrfor r funktionen
K, =3U,/2 en positiv kirna. Saledes galler det att

i [ U (@) f@)de = (2/3) lim [ Ko (@) f(2)dz = 2£(0)/3.

3) Satt F = [« f. Da gdller det att F € L'(R) (enligt boken sidan 177, men utan
bevis). Observera att man behver detta [11 egenskap fr att kunna ge definition t faltningen
(konvoution). Fourier-transformen ger F(w) = f?(w) = w2e~ %l som tillhér L*(R). Enligt

Plancherels formel
J1E@)E= [P0

dvs dven F tillhor L?.

4a) Skriv om ekvationen som sjilvadjungerande form (se sidorna 153-158 i textboken):
(t*y) + My = 0, over [1,e].

Viktfunktionen blir w(t) =t (se exempelvis ekvation (E) sidan 155). Definera en operator
A genom

Au = —1(1531/)' ¥V ue D(A),

dir D(A) = {u € C?1,¢e] : u(0) = 0, u(e) = 0}. Vi kan visa att operatorn A dr
symmetrisk genom att gora successiv partiellintegration och anvanda randdata

el
< Au,v >= —/ E(t?’u’)'@w = {w ar vikten =t}
1



e
= { integration och anvindandet av randvdirden ger } = —/ S = =< u, Av >

4b) FEkvationen dr av Euler typ och déarfor kan vi anvinda variabelsubstituionen t = e*
och fa
u(x) + 20/ () + du(z) =0  0<az <1, u(0) = u(1) = 0.

Detta ger en karaktdristisk ekvation r*+2r+X = 0 som har losningen 115 = —1+£+/1 — \.
Flera mojligheter for X uppstar: X < 1 ger inga losningar med avseende pa randdata. For
A> 1 fir vi A\ =1—n?7? med n = 1,2, ... och egenfunktionerna

up(z) = e *sin(nmz),
som efter insdattning av variabeln t = e* ger
L.
un(t) = i sin(nmInt)
forn > 1.

5) Se textboken (Vretblad, sidan 182-183), eller ta Fouriertransformationen for héger-
vansterleden i bade vdrmeledningsekvationen samt uttrycket for u, w = E x f, sen los den
enkla ekvationen.

6) Vi kan skriva om ekvationen

/ g(y)e = Vdy = (1 + |z|)e” 1 — 00 < x < 00,
dvs
g(z) el = (1 4 |z])e 1! —0o0 < x < 00,

Vi tar F-transform for bada leden (m.a.p. x).
GF ey = F (1 + Jal)e )

Vi far
.2 2 21 -uw?)

T+e? 11w’ (Ite??

som forenklas till

p 2
/= 1+ w?
Enligt Beta ar da
fl)y=etl

7) Lat ¢ vara en C* funktion tillhérande Schwartzklassen. Da gdller det att

(60 [¢] = (~1)"3[D" (g¢)].
Man far enligt Leibniz formell
n nl . .
D" gp) = . DJg(p(”*J)
(59) Zj: HMn =)



och ddrfor

5 3 0=
(96™) [l 2:: =) 79(0)¢
Varje derwvata h(z) == Die """ innehdller termer av typ hy, = e V%" /2% dar k < 2j
(eller enligt tal). Man far att lim, .o hy(x) = 0 dvs h(0) = 0. Detta innebdr att ¢’ (0) = 0
for alla ordningens derivator j.

Alltsa go™ =



