Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, for D2 och F, SF1631 och
SF1630, den 5 juni 2009 kil 08.00-13.00.

DEL I
1. (3p) Bestidm en 16sning till den diofantiska ekvationen
373z + 83y = 1.
Losning: Euklides algoritm ger
3713 = 4-83+41
83 = 2-41+1.

Ur denna erhaller vi

1=83-2-41=83—-2(373—-4-83)=9-83—2-373.

SVAR: z = —2 och y = 9 till exempel.

2. (3p) Avgor om nedanstaende tva tal ér lika eller olika:
k(n res n-l
n \k P \e-1)

Losning: Vi finner att

kE(n\ k n! B (n—1)!
n<kz> Tn k=K (k—Dn—k)

samt att

(n—1> (n—1)! . (n-1)

k—1) (k=D (n—1—(k—1))! (k=1Dl(n—k)!

dvs de bigge talen r lika vilket blir vart SVAR.

3. (3p) Kan talet a bestimmas sa att det finns ett trdd 7" med 27 noder med valens 1, a noder med valens
2, 11 noder med valens 3, och 11 noder med valens 4.

Losning: Antalet kanter e i grafen T fs ur sambandet mellan nodernas valenser och antalet kanter
enligt nedan

1
e=5(27-1+a-2+11-3+11-4) =52 +a.

Antalet noder v blir ju
v=27+a+11+11 =49 +a.

I varje trdd géller att v = e 4 1. Denna ekvation dr omgjlig att uppfylla for givna indata, sé vi far
SVAR: Nej



4. (3p) Bestdim samtliga losningar i ringen 25 till ekvationssystemet

20 4+ b5y = 3
3y = 0

Losning: Ekvationen 3y = 0 har 16sningarna y = 0, 4 eller 8, vilket vi fann medelst prévning. Med
dessa virden pa y far vi foljande mojligheter for den forsta ekvationen

2r = 3, 2r + 8 =3, 2x +4 = 3.
Men, en enkel kontroll visar att
{20+ k-4|z € Z12} ={0,2,4,6,8,10},

for k = 0,1, 2, sa den forsta ekvationen blir omdjlig att uppfylla for nagot virde pa x om y = 0, 4,
eller 8.

5. (3p) Ar matchningen M = {(z1,y1), (z3,¥2), (x4,¥3), (x5,95)} i den bipartita grafen G' med
nodmingden
V= {x17$2a ce ey I5,Y15,Y2, - - - 7y5}7

och kantmingden E nedan

{(z1,91), (1,92), (x2,91), (T2, 92), (23, Y2), (23,y3), (23, Ys5), (T4, y2), (24,Y3), (T5,a), (5,Y5) },

en maximal matchning.

Loésning: Om vi ritar grafen och markerar matchningen ser vi létt att foljden av noder

L2Y2X3Y5L5Y4

bildar en alternerande stig till den givna matchnngen. Till en maximal matchning finns aldrig alter-
nerande stigar. Alltsa kan den givna matchningen inte vara maximal, vilket blir vart SVAR.

DEL II

6. (3p) Bestidm antalet tal n mellan 1 och 100, dvs 1 < n < 100, som ir relativt prima till talet 50.

Losning: Talet 50 kan faktoriseras i en produkt av primtal enligt
50 =2-5°

Talet n och talet 50 &r relativt prima om de saknar gemensamma delare férutom talet 1, dvs precis
da n saknar delare d sédana att 2 | d eller 5 | d. Vi skall alltsd soka antalet tal 1 < n < 100 sddana
att2 fnoch 5 fn. Vi gor detta med hjilp av principen om inklusion exklusion.

Antalet tal n < n < 100 sadna att de inte delas av tva, dvs vart annat tal, dr lika med 50. Vart femte
tal dr inte delbart med 5 och vart tionde ej delbart med varken 2 eller 5. Totalt &r antalet tal som ej &r
delbara med 2 eller 5 mellan 1 och hundra lika med

100 — (50 + 20) + 10 = 40.

SVAR: 40.



7. (4p) Tio personer skall dela pa tre taxibilar till en fest. Pa hur méanga olika sitt kan de tio fordela sig
pa de tre bilarna om ingen bil far ha mer 4n fyra passagerare.

Losning: Antingen kommer fyra personer att finnas i tva av bilarna och tva personer i en bil, eller
sa kommer en bil ha fyra personer och tva bilar att ha tre personer vardera. Bilarna ir olika, sa de tio
olika personerna skall fordelas i tre “etiktterade” delméngder, med antal element enligt utredningen
ovan. Svaret ges da av multinomialkoefficienter och vi far, eftersom det finns tre mgjliga val av bil
med tva passagerare, resp i andra fallet tre val av bil med fyra passagerare,

SVAR: 0 0
5 (4,4,2) 9 (4,3,3>’

Anm: Om bilarna anses oetiketterade skall multinomialkoefficienterna ovan multipliceras med 1,/2
istillet for med tre, vilket ocksé gav full podng pa uppgiften.

8. (4p) Bestidm t ex med hjilp av kinesiska restsatsen och sa kallad snabb aritmetik samtliga 16sningar
iringen Zgsg till ekvationen
22 -3242=0.

Losning: Ringen Zg3( dr isomorf med den direkta produkten av ringarna Z7, Zy och Z;( eftersom
630 = 7 -9 - 10 samt pga att talen 7, 9 och 10 dr parvis relativt prima. Elementen i ringarna korre-
sponderar da till varandra enligt

T € Zg3o — (w1, 22, 23) € Zgao,

where 1 = x(mod 7), 2 = x(mod 9) och 3 = x(mod 10). Om elementet x satisfierar den givna
ekvationen sa kommer

22— 3z, +2=0, 22— 3z, +2=0, 2 —3x; +2=0,

att gélla och alla tripplar (x1, 2, z3) som satisfierar dessa ekvationer kommer, enligt kinesiska rest-
satsen, att ge ett element x € Zg3p som satisfierar givna ekvationen.

Genom provning finner vi for x, € Z7 att
22 =32, 4+2=0 — x1 € {1,2},

for xoy € Zg att
3 — 31, +2=0 — x9 € {1,2},

och for x3 € Zj att
r3—3x3+2=0 — x3 € {1,2,6,7}.
Allminna 16sningsformeln for ett system av kongruenser ger att kongruensekvationerna
T =7 11, T =9 To, T =19 T3,

har 16sningen
x=-21-9-10+425-7-10+T7x3-7-9 (mod 630).
Det finns totalt 2 - 2 - 4 = 16 mojliga taltripplar att kombinera ihop.
SVAR: z = —90z1 +280x2+451z3 (mod 630),ddrzq € {1,2}, 22 € {1,2}ochzs € {1,2,6,7}.




DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9. Lét S,, beteckna mingden av alla permutationer av elementen i midngden {1,2,...,n}.

(a) (1p) Betrakta Sg och permutationen ¢ = (1 2 3 4 5 6). Bestdm (? samt bestdm en permutation
x € S; sddan att
22 =(1234567),

eller visa att en sddan permutation x ej finns.
Losning: Vi finner att
0 =(123456)(123456)=(135)(246).
Kvadererar vi cykeln z = (a1 az a3 a4 a5 ag a7) far vi cykeln
22 = (a1 a3 as ar as ay ag).
Séa vi identifierar a; med 1, a3 med 2 etc och far
x=(1526374).

(b) (2p) Harled en formel for antalet 16sningar i S,, till ekvationen

Loésning: Vi ansitter en 16sning = som en produkt av disjunkta cykler x = 115 . .. 1y, och
far

v? =iyl Y
For att detta skall vara lika med identitespermutationen krévs att 12 = id fort = 1,2, ... k.
Detta intriffar bara om dessa permutationer dr 2-cykler, eller 1-cykler. Antalet 16sningar till den
givna ekvationen ges alltsd av antalet sitt att vilja ut ett antal ¢ parvis disjunkta 2-delméngder,
fort > 1 och 2t < n. Eftersom 2-delméngderna &r oetiketterade har vi

SVAR:
n l 2t
- 2t) t1\2,2,...,2)°

(c) (1p) LAt ¢ och 1) vara permutationer i S,, av samma typ. Kommer ekvationerna z2 = ¢ och
2% = 1) d4 alltid att ha lika manga 16sningar i S,,.

|3

t

Losning: Om ¢ och v &r av samma typ &r de konjugerade och det finns en permutation 7 sddan

att
o =TT L

Vidare ser vi att om 22 = ) s& kommer

N2 = rertrpr!

(tar™ =12l = rprTl =,

dvs y = 77! #r en 16sning till ekvationen y? = (. PA samma siitt ser man att om y ir en

16sning till y? = ¢ s& kommer permutationen £ = 7'y att vara en 16sning till ekvationen
2% = 1). Relationen

T — 7':1:7'71,
ger alltsa en bijektion mellan mingden av 16sningar till ekvationen z2 = 1) och mingden av
16sningar til ekvationen 3% = ¢, s de bigge ekvationernas 16sningsméingder ir lika stora.



(d) (2p) Gar det att formulera nagon generell sats med vars hjidlp man “enkelt” kan avgéra om
ekvationen 2% = 1) ir 16sbar i S,, fér ndgon given permutation 1.

Losning: Om en cykel av jimn ldngd kvadreras uppstar tva cykler enligt nedan:
(a1 b1 ag b2 ... A bt)(al b1 ag bQ . A bf) = (a1 as ... at)(bl bg e bt),

och omvint, enligt formeln ovan, en produkt av tva disjunkta cykler av samma lingd ¢ ir
kvadraten av en cykel av lingd 2¢. Om en cykel av udda lidngd ¢ kvadreras sa far vi en cykel
med samma ldngd ¢ och varje cykel av udda lingd ¢ dr kvadraten av en cykel med samma
langd ¢, jamfor 16sningen av deluppgift (a). Kvadrerar vi en permutation sa blir resultatet alltsa
en permutation bestdende av en produkt av disjunkta cykler dér for varje jamnt tal 2¢ antalet
cykler av ldngd 2¢ &r jamnt.

Vi observerar ocksa att produkten av tva lika langa cykler, enligt formeln ovan, &r kvadraten av
en permutation.

Lat ¢, () beteckna antalet cykler av ldngd ¢ i en framstillning av ¢ som en produkt av disjunkta
cykler. Vara diskussioner ovan leder till foljande

Sats. En permutation  dr en kvadrat om och endast om coy (i) dir ett jamnt tal for alla viirden
pa talet t.

10. Léat N, beteckna mingden {1,2,...,n}. Vi betraktar par (f, g) av funktioner sadana att f dr en
funktion fran Ny till N; och g &r en funktion fran NV, till N,,. Lat I(s, ¢, u) beteckna antalet sddana
par med egenskapen att sammansittningen g o f #r en injektiv funktion fran N till N, och lat
S(s,t,u) beteckna antalet sddana par med egenskapen att sammanséttningen g o f dr en surjektiv
funktion fran N till N,

(a) (2p) Hirled en formel for I(s,t,u).
Losning: Lat A beteckna delméngden {f(x) | + € N,} till médngden N,. Kravet att sam-
mansittningen av f och g dr injektiv ger att

vt = g(f(@) #9(f@)) = fl2)# f).
Sé vi inser att f maste vara en injektiv funktion samt att restriktionen av g till midngden A ocksa
maste vara injektiv. Omvint giller att om g:s restriktion till A och f #r injektiva funktioner sa
kommer deras sammanséttning ocksa att vara injektiv.
Antalet injektiva funktioner fran N till A dr s!, eftersom |A| = s om f &r injektiv. Antalet
injektiva funktioner fran A till N,, dr likamed v - (v — 1) - (u —2) - ... (u —|A| + 1) och
antalet sitt att vilja funktionsvirden g(y) dir y € Z; \ A ir lika med u*~14!, Eftersom |A| = s
far vi enligt multiplikationsprincipen
SVAR: |
I(s,t,u) =s!-u'"*- % =u'"% -l
(b) (2p) Hérled en fomel for S(s,t, u).
Losning: Lat A beteckna samma delmingd som i foregdende uppgift. Sammansittningen g o f
ar surjektiv precis dé g:s restriktion till A dr en surjektiv funktion fran A till V,. Sa antalet
element i A 4r minst lika manga som antalet element i V,,, dvs u. Varje surjektion gér att unikt
beskriva med hjilp av foljande val:
op 1. Vilj delmingd A till N;: antal mojligheter dr ny = (‘Z‘),
op 2. Vilj surjektion fran Ny till A: antal sitt dr no = |A|!S(s, |A]).
op 3. Vilj surjektion fran A till NV,,: antalet sitt dr ng = ulS(|A|, u)
op 4. Vilj funktionsvirde f(y), for y € N; \ A: antal sitt ng = u*~ 141,
Multiplikationsprincipen ger nu med n = |A
SVAR:

)

32 () ot s 4



