Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, for D2 och F, SF1631 och
SF1630, den 25 mars 2008.

DEL I

1. (3p) Bestdm antalet bindra ord av ldngd 15 som innehaller precis 3 stycket ettor. Svaret skall ges i
formen av ett heltal.

Losning: Bland 15 mojliga positioner for ettorna i ordet skall tre positioner véljas. Detta kan ske pa

15\ 15-14-13
=2 P _5.7.13=4
<3> oy =0 T-13=435,

olika sitt.
SVAR: 455.

2. (3p) Bestdm den storsta gemensamma delaren till de bagge talen 567 och 312.

Losning: Anvinder Euklides algoritm:

567 = 2-312 — 57
312 = 6-57 — 30
57 = 230 — 3
30 = 10-3 + O

Eftersom den sista ickeforsvinnande resten dr 3 sé far vi
SVAR: Den sokta storsta gemensamnma delaren 4r 3.

3. (3p) Vilka av graferna K7, Kg, K34 och K4 4 har en Eulerkrets eller en Hamiltoncykel eller bade
och.

Losning: Forst undersoker vi vilka av graferna som har en Eulerkrets. En sadan finns precis da grafen
dr sammanhingande och varje nod har en jamn valens.

Alla de givna graferna dr sammanhéngande. I K har alla noder valensen 6 och alltsa har K7 en
Eulerkrets, i Kg har alla noder valensen 7 och den grafen saknar en Eulerkrets. I K3 4 har tre av
noderna valens fyra och fyra av noderna valens tre sa denna graf saknar Eulerkrets ocksd. Men alla
noder i K4 4 har valens fyra sa den grafen har en Eulerkrets.

Béade K7 och Kg har hamiltoncykler, vilket vi ldtt ser om vi forst ritar en cykel med 7 resp 8 noder,
och sedan forbinder alla noder med kanter som inte finns med i cykeln. Da fér vi K7 resp Ks.

I K4 4 bendmner vi X-noderna med 1, £2, 3 och x4, och Y-noderna med y1, y2, y3 och y4. Cykeln

T1Y12X2Y2L3Y3T4Y421

bildar en Hamiltoncykel.

I varje cykel i en bipartit graf dr varannan nod en X -nod och varannan nod en Y -nod och alltsa bestér
varje cykel dé av ett jamnt antal noder. Eftersom K3 4 innehaller ett udda antal noder si kan den inte
ha en Hamiltoncykel, eftersom en sddan besoker varje nod precis en gang.



4. (3p) Bestim den minsta positiva resten som erhalls nir talet 5336 delas med talet 37.

Losning: Vi anvinder Fermats lilla sats. Eftersom 37 &r ett primtal och talet 37 inte delar talet 53
giller att
533771 =1 (mod 37).
Dirmed har vi omedelbart vart
SVAR: Talet 1.

5. (3p) Avgoér om permutationerna ¢ = (12 4)(325)(56 78)ochty = (145)(326)(3678)ir
konjugerade permutationer.

Losning: Vi undersoker om permutationerna dr av samma typ genom att skriva dem som produkter
av disjunkta cykler. Vi finner att
v=(12567834),

som alltsa 4r av typen [8'] samt
P =(145)(2678)(3),

som #r av typen [113'4]. Eftersom permutationerna ir av olika typ s #r de inte konjugerade.

DEL 11

6. (3p) Betrakta talféljden ag, a1, ao, . . ., dir
ap=4-3"-2-(=1)" for n=20,1,2,3,... .

Bestim en rekursionsekvation for denna talfoljd.

Losning: En karakteristisk ekvation med rotterna 3 och —1 dr
r? =2r+3,

eftersom ekvationen (r — 3)(r + 1) = 0 har rétterna 3 och —1 och (r — 3)(r + 1) = r? — 2r — 3.

Rekursionsekvationen
ap = 2ap-1 + 3an-2,

har alltsa den allménna 16sningen
a, = A3" + B(-1)".

For att rekursionsekvationen skall var vildefinierad kridvs ocksa startvirden. Dessa ges omedelbart
av att

ap=4-3-2(-1)°=4-2=2, ap=4-3' —2(-1)' =12 +2=14.
Saledes
SVAR: a,, = 2a,,_1 + 3a,_o,forn =2,3,4,...0ochag = 2 och a; = 14.

7. (4p) Lat G vara en graf utan multipla kanter och loopar. Bestéim det storsta antal, resp minsta antal
komponenter G kan bestd av om G har 41 noder och 37 kanter.

Losning: Grafen kommer att ha minmalt antal komponenter nir varje komponent innehaller sa fa
kanter som mojligt.



Varje komponent 4r en sammanhingande graf, och en sammanhéngande graf med minimalt antal
kanter r ett trid, eftersom om en kant tas bort i ett trid faller tridet sonder i tva trdd. Vidare sa giller
att ett trid med v noder innehaller e = v — 1 stycken kanter.

Storsta antalet komponenter far vi alltsd nar komponenterna innehaller v; stycken noder for i =

1,2,..., ¢, dir ¢ betecknar antalet komponenter. Vi har da likheterna
vy +ve+...+v. = 41 N v+ vy + ...+ v = 41
e1rt+es+...+e = 37 (=) +@we—1)+...+(v.—1) = 37
som ger att
v Fve+...+v. = 41
’l)1+’U2+...+’UC = 37+C

Vi finner alltsa att minimalt antal komponenter &r 4.

Maximalt antal komponenter har vi nir komponenterna har onddigt ménga kanter for att hinga ihop.
Detta intriffar ndr komponenterna &dr kompletta grafer. En komplett graf med v noder har (;) stycken
kanter, vilket 4r det maximala antalet kanter i en graf. Givetvis behdver inte komponenerna i den graf
vi soker vara kompletta grafer. Flest 6verflodiga kanter far vi ndr komponenten innehaller sa manga
noder som mdjligt. En komponent med tre noder ger en dverflodig kant, en med fyra noder ger tre
overflodiga kanter och allmént en graf med v noder ger

<;)(v1)”(1’21)(v1)(”1)2(”2)

overflodiga kanter, om komponenterna &r kompletta grafer.

Antag en av komponenterna bestar av nio noder. Den kan som mest ha 36 kanter. Tag en sadan
komponent, aterstar en kant som kopplar ihop tva noder. Nu har vi anvént 11 noder. Resterande 30
noder bildar varsina komponenter. I detta fall kan vi alltsa fa 32 komponenter.

Antag maximala antal noder i en komponent #r atta. Antal kanter i en sadan komponent dr som mest
28. Aterstar atta kanter som kan anvindas i en komponent med fem noder. Nu har vi anvint alla
kanter och sammanlagt 13 noder, sa aterstar 28 noder som bildar sina egna komponenter. I detta fall
blev antalet komponenter 30.

Fortsitter vi att resonera pa samma sitt ser vi att maximal anatlet komponenter kommer att vara 32.

. (4p) Beskriv pa ett lampligt sitt samtliga hela tal = sddana att

(22 —17)(92 —33) =0 (mod 35).

Losning: Vi skall bestimma samtliga hela tal « sadana att
35| (22 — 17)(9z — 33).
Det finns nu, eftersom 35 = 5 - 7 fyra mojligheter:
35| (22 — 17),
35| (92 — 33),
5] (22 —17) och 7 | (9z — 33),
7] (2x —17) och 5 | (9z — 33)
I det forsta fallet har vi att 2z = 17 (mod 35) och eftersom 2 - 18 = 1 (mod 35) sa far vi att

T =35 18- 17 =35 306 =35 26, dvs 35| (x—1)

sa i detta fall géller att det 4r talen © = 26 + n - 35 som satisfierar ekvationen.



I det andra fallet har vi att 9z = 33 (mod 35) och eftersom 9 -4 = 1 (mod 35) sa fér vi att
T =35 4-33 =35 132 =35 27, dvs 35 ‘ (.’I) — 27)

sa i detta fall géller att det 4r talen © = 27 + n - 35 som satisfierar ekvationen.
I det tredje fallet giller

2x
9z

Kinesiska restsatsen ger nu ansatsen

1 (mod 5)
—1 (mod 7)

17 (mod 5) { 2

2 (mod 5) PR
33 (mod 7) 2x x

—2  (mod 7)

x=A5+B7+n-35 < 2B=1 (mod5) och —24=-1 (mod?7).
B =3 och A = 4 ger en 16sning och vi har
z=4-54+3-7T+n-35=6+ (n—1)35.
Tillslut det sista och fjdrde fallet. Da giller
{ 2z
9z

Kinesiska restsatsen ger nu ansatsen

—2 (mod 7)
2 (mod 5)

17 (mod 7) { 2x
33 (mod 5)

—4  (mod 7) x
—2  (mod 5) @{

—Zx

x=A54+B74+n-35 < 2B=2 (mod5) och —-24=-2 (mod7).
B =1och A =1 ger en I6sning och vi har

r=1-54+1-7T+n-35=12+4+n35.

SVAR: v =12 +n35, x = 6 +n35, x = 27 + n35 eller x = 26 + n35.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvéndigvis
ordagrant, dir de anvinds i 10sningen.

9. Lét for varje funktion f fran A = {1,2,3,...,12} till B = {1, 2,3, 4}, och for varje element i € B,

FINV (i) beteckna foljande mingd
FIN () ={j e Al f(j) = i}.
(a) (1p) Bestim antalet surjektioner f fran A till B sidana att | NV (i)| = 3 fori = 1,2, 3, 4.

Losning: Elementen i médngden A skall delas in i fyra sidckar, vardera med tre element, och
med etiketterna 1, 2, 3 och 4. Elmenten i séck 4 dr elementen i méngden f INV (7). Antalet sitt

detta gar pa dr
12
3,3,3,3



10.

(b) (2p) Bestim antalet surjektioner f fran A till B sidana att | f/NV (i)| = 3 fori =1,2.

Losning: Operation 1: Vilj element till mdngden f/¥V(1). Antal méjligheter 4r ny = (132).
Operation 2: Vilj element till mingden f/VV (2). Antal méjligheter dr ny = (3).

Operation 3: Bestim f (i) fori ¢ (fIVV (1) U fI¥V(2)) och sé att f blir en surjektion. Det-
ta motsvarar att bestimma antalet surjektioner fran en méngd med 12 — 6 = 6 element till
mingden {3, 4}. Antalet mojligheter dr ny = S(6,2) - 2!.

Total antalet mojligheter blir alltsa
12\ /9
S(6,2) - 21.
(+) (&)

SVAR:
(c) (2p) Bestim antalet surjektioner f fran A till B sadana att | f/NV ()| > 2 fori = 1,2, 3, 4.

Lésning: Vi anvinder oss av principen om inklusion exklusion. Totala antalet surjektioner dr
S(12,4)-4!. L&t A;, fori = 1,2, 3,4, beteckna de surjektioner som ér sddana att | f/VV ()| = 1.
Svaret ges du av uttrycket

8(1274) 4! — ‘Al UAyU As UA4‘.

Enligt principen om inklusion exklusion kan nu svaret hirledas ur storleken pa alla mojliga
snitt av mingderna A;, As, As och Ay.

Vi bestimmer nu antalet element i A;:
Op. 1: Bestdm det element k£ som avbildas pa 1: ny = 12.
Op. 2: Bestim antalet surjektioner fran {1,...,12} \ {k} till {2,3,4}: no = S(11,3) - 3L
Alltséa
|A;| =12 5(11,3) - 3! = |Ag| = |As| = |A4].
Pa samma sitt bestimmer vi antalet element i 6vriga snittméngder. Vi far
|A;NAj| =12-11-5(10,2)-2!,  |A;NA;N A =12-11-10-5(9,1) - 11,
samt
|A1 N Ay N Az N Ay] = 0.
Eftersom det finns 6 tvasnitt och fyra tresnitt far vi tillslut
SVAR:
S(12,4)-41—4-12-5(11,3)-3!+6-12-11-5(10,2) -2 —4-12-11-10- 5(9,1).

(Svaret far innehalla beteckningar givna i kursmaterial och pa foreldsningar.)

(5p) Lat p vara ett primtal som delar det positiva hela talet n. Utred om det finns nagot samband
mellan antalet tal mellan 1 och n som ér relativt prima till talet n och antalet tal mellan 1 och n/p
som &r relativt prima till n/p. Ange i sa fall detta samband.

Losning: Vi anvinder att ¢(n), som betecknar antalet tal mellan 1 och n som ir relativt prima till n,
och kan beriknas enligt formeln

k

1 e
¢ (n) :nH(lflj) om 0 =p{'ps...py,
i=1 ¢

dar p1, p2, ..., i, dr olika primtal och e; > 0,e2 > 0, ..., e > 0.
Vi kan anta att p = p; och vi betraktar tva fall: e; = 1 och e; > 1.



I det forsta fallet har vi att .

n, E Hi:l(l - i)
P (-5 7
som vi forenklar till

n Hf:l(l - p%)

p(=)=n =p(n)/(p—1).
(p) ;= 1) (n)/(p—1)
Om p, men inte p?, delar n sé giller alltsa att
n i n
o(=)=¢n)/(p—1) eller ekvivalent (p—Dp(=) = p(n).
p p
I det andra fallet har vi i
n n 1
pel—) = 1—— ’
=y a0
som vi forenklar till .
n n 1
—)=— 1——)=¢(n)/p
@(p) pg( pi) o(n)/
Om p? delar n s giller
p(—) =e(n)/p



