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Losningar till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, fér D2 och F, SF1631
och SF1630, den 9 mars 2009 kI 14.00-19.00.

DEL I

1.

(3p) Los rekursionsekvationen
Ap = —Qp_1 +6a,_2, n=223,4,...

med begynnelsevirdena ag = 2 och a; = —1.

LOSNING: Den karakteristiska ekvationen 72 = —r + 6 har rétterna r = 2 och r = —3. Rekur-
sionsekvationens allménna 16sning blir da

a, = A2" + B(-3)".
Anpassning till begynnelsevirdena ger systemet

A2+ B(-3)°% = 2
A2' + B(=3)! = -1
som ju har I6sningen A =1och B =1

SVAR: a,, = 2" + (—3)".

(3p) Los i ringen Z1; ekvationen 4z + 7 = 6.
LOSNING: Eftersom 4 -3 =1 (mod 11) sd dr 4~ = 3 i ringen Z;,. Saledes fir vi

r=4"'-(6-7)=3-(-1)=-3=8.

SVAR: z = 8.

(3p) Pa hur ménga olika sitt kan en klass med nio elever delas in i tre grupper sa att eleverna A, B
och C hamnar i olika grupper, dvs ingen grupp innehaller bade A och B, eller bade A och C eller
bade B och C eller alla tre. Svara med ett heltal (och en vil motiverad 16sning.)

LOSNING: Placera forst ut eleverna A, B och C i varsin grupp. For var och en av de éterstiende
6 eleverna finns nu tre mojligheter, antingen hamnar de i gruppen med A, gruppen med B eller i
gruppen med C. Enligt multiplikationsprincipen far vi nu

SVAR: 3¢ = 729

(3p) Lat G vara en édndlig graf med minst tre kanter och som 4r sddan att alla noder har jimn valens.
Forklara varfor G maste ha minst en cykel

LOSNING: Saknades cykler skulle grafen vara ett trid, om den &r sammanhingande, eller allmént
vara en skog dvs en samling trid. Men varje triad har noder med valens ett, och grafen saknar noder
med valens ett. Alltsa kan grafen inte sakna cykler.



5. (3p) Ange limpliga uttryck for a och b sa att

0= ()
O () )0+ ()6

SVAR:a=n+1lochb=Fk+ 1.

DEL 11

6. Besvara foljande fragor och glom ej att motivera ditt svar.

(a) (1p) Finns det udda permutationer vars ordning 4r ett jimnt tal?

SVAR: Jatex ¢ = (1 2) som ju har ordning tva.
(b) (1p) Finns det jimna permutationer vars ordning ar ett udda tal?

SVAR: Jatex ¢ = (12 3) = (1 3)(1 2) som &r en jimn permutation med ordning 3.
(c) (1p) Finns det udda permutationer vars ordning ar ett udda tal?

SVAR: NEJ, ty om permutationen 7 har en udda ordning maste den, nir den skrivs som en
produkt av disjunkta cykler, besta av cykler av udda lingd. Detta pga att ordningen av en cykel
ar lika med cykelldngden och ordningen av 7 dr minsta gemensamma multipeln av lingderna
av dessa cykler. Men alla cykler av udda langd kan uttryckas som en produkt av ett jimnt antal
2-cykler. Permutationen 7 kan alltsa uttryckas som en produkt av ett jamnt antal 2-cykler och
ar da med nodvindighet jamn.

(d) (1p) Finns det jimna permutationer vars ordning ar ett jimnt tal?
SVAR: Ja, tex v = (1 2)(3 4) som #r en jamn permutation och har ordning 4r tva.

7. (3p) Tvé klasser med vardera 12 elever skall utse en kommité bestdende av sex elever. P4 hur méanga
olika sitt kan detta ske om minst tva elever fran varje klass skall inga.

LOSNING: Kalla klasserna for klass A och klass B. Tre mojliga fall, precis tva elever frin klass A,
eller precis tre elever fran klass A eller precis fyra elever fran klass A.

Fall 1 Viljer tva elever ur klass A och fyra elever ur klass B, totalt
12\ /12  12-11 12-11-10-9
2)\4) 2 1-2-3-4
Fall 2 Viiljer tre elever ur vardera klassen vilket enligt multipikationsprincipen gar pa
12\ /12  12-11-3 12-11-10
3J\3) 1.2.3 1-2-3

Fall 3 Viljer tva elever ur klass B och fyra elever ur klass A, totalt

12\ /12 12-11 12-11-10-9
4 2/ 2 1-2-3-4

olika sitt.

olika sitt.

olika sétt.



Totalt ger de tre olika fallen
SVAR

+(2)(0)+ (D))

. (4p) Bestdm och ange pa ett lampligt sitt samtliga hela tal 2 som satisfierar ekvationerna

olika sitt.

22 = 5 (mod 11),
2r+3 = 5 (mod9),
x = 5 (mod7).

LOSNING: Den férsta ekvationen ir ekvivalent med att z = 4 (mod 11) eller z = —4 (mod 11),
och den andra ekvationen med att = 1 (mod 9). De x som satisfierar det givna systemet ér alltsd
precis de x som satisfierar minst ett av systemen nedan.

x = 4 (mod 11), x = 7 (mod 11),
x = 1 (mod?9), resp x = 1 (mod?9),
x = 5 (mod7). x = 5 (mod?7).

Losning av det ena systemet ovan:

Ansitter, enligt kinesiska restsatsmetoden,
r=A-7-9+4B-11-7+C-11-94n-11-9-7.
Riknar modulo 11 och finner da att
4=1120=11 A(-4)(-2) <= 24=111 <<= A=;;6.

Riknar modulo 9 och finner da att

l=gz=B2(-2) <= b5B=1 <= B=g2.
Riknar modulo 7 och finner da att

S5=rx=,04-2 <— 8(C=5 <+— (C=;5.
Systemets 16sning blir da

2=6-7-9+2-11-745-11-9+n-11-9-7.

Losning av det andra systemet:

Ansitter
r=A-7-94+B-11-7+C-11-94+n-11-9-7.

Réknar modulo 11 och finner dé att
A= =1 A(-4)(-2) <= 24=,-1 <= A=;15.
Réknar modulo 9 och finner da att
l=gxz=B2(-2) <= b5B=1l <= B=g2.
Riknar modulo 7 och finner dé att
S5=rx=,04-2 <— 8(C=5 <+— (C=;5.
Systemets 16sning blir da

r=5-7-9+2-11-7+5-11-9+n-11-9-7.




DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9. Lat GG vara en k-reguldr bipartit graf G med nodméngderna X och Y, och alltsé i vilken samtliga
kanter har sina ena dndpunkt i en nod i X och sin andra dndpunkteniennodiY.

(a) (1p) Visa att antalet noder i X &r lika med antalet noderi Y.

LOSNING: Lat e beteckna antalet kanter i grafen. Om X har = noder sa gar fran nodméngden
X totalt x - k = e kanter och till nodernai Y kommer totalt e = k - y kanter dér y 4r antal noder
i Y. Séledes har vi

x-k=e=k-y,
varur x = y foljer.

(b) (1p) Motivera, t ex genom att hinvisa till en lamplig sats varfor det, under forutséttningen att
k = 2, alltid finns en (“dkta”) kantfirglidggning (“edge-colouring” i liroboken) i tva farger till
grafen G.

LOSNING: En sats i liroboken siger att om en bipartit graf har maxvalens v sa finns en
kantfarglaggning med v firger. Den givna maxvalensen var 2.

(c) (3p) Visa, t ex genom att anvinda limpliga satser i kursboken eller pa nagot annat sitt, att om
p dr ett positivt heltal mindre 4n & sa finns en farglaggning av kanterna i G, i firgerna svart och
vitt, sddan att vid varje nod intrdffar precis p vita kanter och k — p svarta kanter.

LOSNING: Eftersom maxvalensen ir k har, enligt den ovan nimnda satsen, grafen en kantfirg-
laggning i k farger, och kanterna kan férgas i de p vita fargerna V;,Va,...,V, ochde k — p
svarta fargerna Sq, Sa, ... S—p, sd att vid varje nod inga kanter med samma firg upptrider.
Vid varje nod intréffar precis £ kanter och med samtliga de k “olika” “fargerna”, dvs p kanter
med vita farger och k — p kanter med svarta farger. Vi avslutar nu 16sningen av uppgiften med
att betrakata alla nyanser av vitt som en och samma vita firg och motsvarande for de svarta
nyanserna.

10. Latsgd(a, b) beteckna den storsta gemensamma delaren till talen a och b och 14t mgm(a, b) beteckna
den minsta gemensamma multipeln till @ och b.

(a) (1p) Visa att for alla tal a och b sé giller att sgd(a, b) delar mgm(a, b).
LOSNING: Vet att sgd(a, b) delar a dvs finns heltal k sidant att

a =k -sgd(a,b).
Vet att a delar mgm(a, b), dvs det finns ett heltal &’ sddant att
mgm(a,b) = k' - a.
Tillsammans ger dessa likheter att
mgm(a,b) = k' - k- sgd(a,b),

och péstaendet &r verifierat.

(b) (1p) Hur ménga olika mingder {x, y}, didr = och y ir positiva hela tal, finns det sddana att
sgd(z,y) = 60 och mgm(x,y) = 840.
LOSNING: Vi finner att

60=2%2.3.5 och 840=2%.3.5-7.



Vidare ir det klart att om

e1, €2 2 I

T =pi'ps?...ppF och y:p{1p2 Y A
dér p1, po, . .. py dr k olika primtal och dir e; > 0 liksom f; > 0fori =1,2,... k, sd ir

min(el,fl)p;nin(eg,fQ) o prknin(ek,fk)

sgd(z,y) = p;

och
maX(e1,f1)p;naX(€27f2) - .pglax(ekvfk)

mgm(z,y) = p;
Med de givna talen dr k = 4, p1 = 2, po = 3, ps = 5 och py = 7 samt

{en, it ={2,3}, A{e2, fo} = {1}, {es, fs} ={1}, {es fa}={0,1}.

Detta ger fyra mojliga par (x, y):

x = 22.3.5.70 = 840, xr = 22.3.5.7° = 120,

y = 22.3-5-7° = 60. y = 22.3.5.7' = 420.
och

r = 22.3.5.70 = 420, r = 22.3.5.7° = 60,

y = 23.3.5.7 = 120. y = 23.3.5.-71 = 840.

Eftersom x # y, ty annars vore sgd(z,y) = mgm(z,y), ger varje sokt méngd upphov till tva
par (z,y), som synes tydligt ovan. Alltsé

SVAR: Tva olika mingder ({120,420} och {60, 840}).

(¢) (3p) Formulera och bevisa en lamplig sats som generaliserar en korrekt 16sning av foregaende
uppgift.
LOSNING:
Sats. Lat n och m vara tva givna positiva olika hela tal sadana att n delar m. Da giller att
antalet mingder {x,y} sidana att sgd(x,y) = n och mgm(z, y) = m ir lika med 251, déir
dr antalet olika primtal som delar kvoten m/n .

Bevis. Vi anvinder beteckningar fran 16sningen av uppgift 10 (b). Antag att

n = pi'ps? ka och m :pll)lp?.__pzk’
dir vi alltsd kan antaga att b; > a; > 0fori = 1,2,..., k. Det giller da att n = sgd(x, y) och
m = mgm(z,y) precis da

{ei, fi} ={ai, by for  i=1,2,... k.

For alla 7 sddana att a; # b;, dvs a; < b;, finns tva mojliga val av e;, antingen att e; = a; eller
e; = b;. Nér x salunda valts dr y given. Antal ¢ sadana att a; < b; dr lika med antalet x av
primtal som delar kvoten m /n. Totalt finns, enligt multiplikationsprincipen, alltsa 2* olika par
(z,y) som uppfyller att n = sgd(z, y) och m = mgm(z, y). Eftersom m # n sd maste x # y
och da ger varje mingd {z, y} upphov till tva ordnade par. Antalet olika méingder {z,y} som
uppfyller givna villkoren &r alltsé lika med 2% /2, vilket vi skulle visa.



