Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment B, for D2 och F, SF1631
och SF1630, den 20 maj 2009 kI 08.00-13.00.

Hjilpmedel: Inga hjilpmedel 4r tillatna pa tentamensskrivningen.

Generellt giller att for full podng krivs korrekta och vil presenterade resonemang.

DELI

1. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 77 och e = 37. Dekryptera meddelandet 3, dvs bestim
D(3).

Losning: Vi finner att n = 77 = 7-11 och saledes dr m = 6-10 = 60. Soker nu dekrypteringsnyckeln
d.Vetattd-e =,, 1,dvs d - 37 =49 1. Euklides algoritm ger

60 = 2.-37-14
37 = 3:-14-5
14 = 3-5-1.

Deta ger att
1=3-5-14=3-(3-14-37)—14=8-14-3-37=8(2-37—60) —3-37 = 13- 37 — 8- 60.
Ur detta far vi att d = 13. Vi beridknar nu D(3).
D(3) = 3%(mod n) = 3'3(mod 77) = 3% - 3* - 3(mod 77).
Men
3*(mod 77) = 81(mod 77) = 4, 3%(mod 77) = 4 - 4(mod 77) = 16(mod 77).

och alltsa
313 =77 16-4-3 =77 64 -3 =77 —-13-3 =77 -39 =77 38.

SVAR: 38

2. (3p) Tabellen nedan &r multiplikationstabellen till en grupp G.
d

Q O Q0o oo
QO TR D R~

LA O Q2 of0
LA O T ol
DL O LR
TSR DU O(0
O TR 0w

Bestidm ett element 2 i G som 10ser ekvationen

a’bz = cd.

Losning: Tabellen ger att cd = a och dirmed ekvation a?bx = a. Multiplikation med ! till viinster
i likheten ger
abxr = e.
I tabellen hittar vi att ab = c och cx = e ger ur tabellen
SVAR: z = c.



3. (a) (Ip) Bestdm a och b sa att nedanstdende matris blir en parity-check (kontroll-) matris till en
1-felsréttande kod C'

111 0 00
H=]1 01110
a 1 01 0 0

Losning: Ingen kolonn i en kontrollmatris dr nollkolonnen alltsa &r b = 1. Kolonnerna &r olika
geratta = 1.

(b) (1p) Undersdk om koden C' kan ritta ordet 011110, och rétta ordet i sa fall.

Losning: Rittningsproceduren foreskriver att vi for det mottagna ordet ¢ berdknar

0
1
1110 0 0 ) 0
HT=|1 01110 Ll=11
1101 0 1 ) 0
0

vilket dr den femte kolonnen. Ett fel i femte biten och
SVAR: 011100.

(¢) (1p) Bestidm tvd olika kodord, dvs bestim ¢ och ¢’ sddana att ¢ # ¢’ och ¢, € C.

Losning: Nollordet finns alltid med och vi fann ett kodord i uppgiften ovan sa
SVAR: 000000, och 011100.

4. (3p) Ar polynomet x + 2z + 1 irreducibelt i polynomringen Zs[x].

Losning: Det ir ej irreducibelt om det gar att faktorisera i tva polynom faktorer, som har grad l4gst
1. Eftersom det givna polynomets grad ir tre skulle en av dessa faktorer har grad ett, vilket skulle
medfdra att polynomet skulle ha minst ett nollstille i Zs. Vi testar nu detta. Lat p(x) = 23 + 2z + 1.
Vi far
p0)=1#0, p(1)=47#0, p(2)=3#0,

samt

pB3) =p(=2)=-1#0, p(4)=p(-1)=-25#0.
Eftersom polynomet dr av grad tre och saknar nollstillen sa
SVAR: Polynomet &r irreducibelt.

5. Betrakta gruppen G = (Z12,+).
(a) (1p) Bestim en delgrupp H till G sadan att H har fyra element.

Losning: < 3 >= {0,3,6,9}
(b) (1p) Bestdm en vinster sidoklass S till H som innehaller elementet 2.

Losning: S = 24+ < 3 >={2,5,8,11}
(c¢) (1p) Forklara varfor G saknar en sidoklass S till en delgrupp K med fyra element sadan att
béade 2 och 4 tillhor S.

Losning: Givna gruppen (Z12,+) ér cyklisk, eftersom den genereras av elmentet 1, och har
dérfor bara en delgrupp med fyra element, den ovan angivna delgruppen < 3 >. Sidoklasser
till givna delgrupper dr parvis disjunkta. Den enda mdjliga sidoklasssen med fyra element som
innehaller elementet 2 &r den ovan angivn sidoklassen S = 2+ < 3 >. Den innehéller inte
elementet 4.




DEL 11

6. (3p) Kroppen GF'(16) med 16 element definieras av att kroppen bestér av elementen
GF(16) = {a + bz + ca® + da® | a,b,c,d € Zy}.
och av att man riknar som om z# + z + 1 = 0. L6s, i den givna kroppen, ekvationen

(2 +1)2z2=x+1.

Losning: Vi finner att (22 + 1)2 = 2 + 222 + 1 = 2* +1 = 2 + 1 + 1 = x s4 ekvationen kan
forenklas till
zz=x+1 == z=1+4+z"1

Soker inversen till z. Vi finner
trr=1 = z@*+1)=1 = z'=2+1
SVAR: z =1+ (23 + 1) = 3.
7. Betrakta den direkta produkten R av ringarna Z;g och Z14, dvs
R =710 X Z14 = {(a,b) | a € Z19,b € Z14},
och dir addition och multiplikation sker komponentvis.

(a) (2p) Visaatt (a, b) dr inverterbar, m a p multiplikationen i R, om och endast om « ir inverterbar
1 Z1g och b dr inverterbar i Z4.

Losning: Elementet (1, 1) dr den givna ringens identitetselement eftersom
(1,1)(a,b) =(1-a,1-b) = (a,b),
for alla element (a, b) i ringen. Vidare far vi
(a,b)(c,d) =(1,1) < (ac,bd)=(1,1) < ac=1 och bd=1,

vilket séger att elementet (a, b) ir inverterbart om och endast om bade a och b &r inverterbara.

(b) (2p) Mingden av inverterbara element i en ring R bildar en grupp, ringens sa kallade multi-
plikativa grupp U(R). Avgor om U(R), for den givna ringen R = Z19 X Zy4, dr en cyklisk
grupp.

Losning: Det ir litt att kontrollera vilka de inverterbara elementen dr i de givna ringarna
U(Z1) ={1,3,7,9}, U(Z14) ={1,3,5,9,11,13}.

Enligt deluppgift a) bestir d& U(R) av |U(Z19)| - |[U(Z14)] = 4 - 6 = 24 element. Dessvirre
uppfyller alla element i dessa grupper foljande relationer

a € U(Zlo) = a4 = 1, be U(Z14) = bG =1,
eftersom dessa grupper har fyra respektive sex element. Vi finner da att
a€U(Zw), beU(Z1a) = (a,b)'? = (a'?,0"?) = ((a*)?, (%)%) = (1*,1%) = (1,1).

Inget element har alltsd en ordning storre dn 12 och alltsa kan inte gruppen vara cyklisk ef-
tersom element av ordning 24 saknas.



8. (4p) Gar tabellen nedan att fylla i sa att den blir multiplikationstabellen till en grupp

e a b ¢ d

QL O T |0

Losning: Gruppen bestar av fem element och da kommer varje element som inte &r identiteten att
generera gruppen. Speciellt innebir detta att gruppen dr cyklisk och ddrmed abelsk. (Givna indata
ger att e dr identiteselementet eftersom

ee=c¢e == e = e~ e = gruppens identiteselement)

Vidare far vi att pga av att gruppen &r abelsk

ad =b=ca=ac — alad =a tac — d=c.

I multiplikationstabeller forekommer ej samma element mer en én gang i den “definierande” raden.
Sa tabellen kan inte definiera en grupp eftersom d # c.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.

9. (a) (Ip)Lat G vara en abelsk, dvs kommutativ, grupp. Visa att om gruppen G har tvé olika delgrup-
per Hy och Hs, som bigge har 7 element sa bestar snittet av H; och Hy, dvs Hy N Ho, endast
av gruppen G:s identitetselement, med andra ord att det enda element i G som tillhr bade H,
och H, dr G:s identitetselement. (Utan att behdva bevisa det, far man anvinda att H; N Hy
ocksa dr en delgrupp till G.)

Losning: Da H, N Hy ér en delgrupp till bade Hy och Hy sé giller enligt Lagranges sats att
|H1 N Hs| delar |Hy| = 7 och |Ha| = 7, varur, eftersom 7 &r ett primtal

|H1 ﬁH2| S {1,7}

Eftersom Hy, # Ho far vi att
|H1 N H2| <T.

Detta bevisar pastaendet.

(b) (Ip) Lat G, Hy och Hy vara som ovan. Antag hy,h} € Hp och ho,hl, € Hs. Visa att om
h1+h2 = h/1+h/2 sﬁéirhl :hll OChh2 :hIQ

Losning:
hy + hy = R, + K — hy — k) = hl — ha.

Men hy — by € H;y och hY, — hy € Hs och alltsa enligt foregdende deluppgift
h1—h/1:h/2—h26H1ﬂH2 — hl—hllzhé—hgzo,

och pastaendet bevisat.



(¢) (1p) Lat G, Hy och Hy vara som ovan. Visa att G har minst 49 element.

Losning: Gruppen G innehaller bland annat elementen
h1+h2, dar hi EHl, ho € Ho.

Enligt foregadende deluppgift dr alla dessa element olika, sa simpel kombinatorik ger totalt 49
olika element, minst i G.

(d) (1p) Vilka av pastaendena ovan ir sanna i det fall forutséttningarna dndras och kravet G abelsk
inte finns med.

Losning: Deluppgifte a) anvénder inte att gruppen &r abelsk. Om vi formulerar b) som hjohge =
h o hi, far vi villkoret
Wi tohy =hhyohy' =e,

didr e betecknar gruppens identitetselement. S& dven pastdendet i b) dr sant och didrmed c),
eftersom det resultatet bygger pa att uppgift b) var korrekt.

(e) (2p) Formulera en allmén sats som har ovanstaende resultat som ett specialfall. (Du behover
inte ge ett bevis for satsen, men poing pa denna deluppgift sitts efter kvalite’n pa den sats du
formulerar.)

Losning: Minimikrav for full podng ar
Sats. Om H, och Hy delgrupper till gruppen G sadana att

Sgd(|H1|a |H2D = 17

sa gdller att

|G| > [Ha| - |Hal.

10. (4p) Betrakta en éndlig kropp F'. Lat p(x) vara ett irreducibelt tredjegradspolynom i polynomringen
F[z]. Lat K vara kroppen
K ={a+bz+cx?|a,b,ceF},

ddr man ridknar som om p(z) = 0. Om polynomet ¢(z) har grad tvé och &r irreducibelt i polynom-
ringen F[z] under vilka forutséttningar kommer da g(z) ocksa att vara irreducibelt i polynomringen
K|z].

Losning: Om ¢(z) ej vore irreducibelt i K [z] skulle det, eftersom ¢(z) har grad 2, finns ett element
a € K sadanat att ¢(«) = 0. Vi skulle da kunna bilda kroppen L, eftersom ¢(z) #r irreducibelt i
F[z], enligt

L={a+ba]a,be F},
och dir rikningar sker som om ¢(«) = 0. Dessa réikningar ir i fverensstimmelse med kalkylerna
i K, eftersom ¢(«) = 01 K. Vidare, eftersom o € K sa dr L en delméngd till K. Vi finner att L

skulle bilda en delkropp till K. Specielllt maste den multiplikativa gruppen i L vara en delgrupp till
den multiplikativa gruppen i K och vi skulle ha att

(L =1) | ([K[=1).

Antag att |F| = g = p* for nigot primtal p. Eftersom |K| = ¢> och |L| = ¢ skulle nedanstdende
kvot da vara ett heltal

-1 _(a=D(@+g+1) _ 1

£-1" @-De+D) g+
Eftersom detta inte &r ett heltal dr allt fel och speciellt antagandet att ¢(z) ej dr irreducibelt i K|[z].
SVAR: ¢(z) kommer att alltid vara irreducibelt i K[z].




