Matematiska Institutionen

KTH

Losning till nagra 6vningar infor lappskrivning nummer 5, Diskret matematik for D2
och F, vt09.

1. Betrakat gruppen G = (Z19 \ {0}, ).

(a)

Visa att G &r en cyklisk grupp.

Losning: Vi soker en generator till G, dvs ett element g € G sadant att varje element
h € G ér lika med en potens av g, dvs h = g* for nagot icke negativt heltal k. Detta
element g maste ha ordning 18 eftersom |G| = 18, dvs ¢g'® = 1 och ingen ligre exponent
dn 18 till g ger identitetselementet i G.

Vi vet att ordningen av varje element dr en delare till antalet element i G. Ett element
i den givna gruppen har alltsa nagon av ordningarna 1, 2, 3, 6, 9 eller 18.

Vi s6ker nu en generator g till givna gruppen med hjélp av trial and error.

Provar elementet 2. Vi testar om 2 har ordning 2, 3, 6 eller 9, vilka &r de icke triviala
delarna till talet 18.

22 =441, 22=8+#1, 29=7+#1, 29=923.20=-8.7=—-1+#1.

Enda kvarvarande mgojlighet for ordningen av elementet 2 &r 18 och saledes dr 2 en
generator till gruppen G.

Var slutsats &r alltsa att eftersom G har ett element av ordning 18 och G bestar av 18
element sa maste G vara cyklisk.

Bestdam antalet generatorer till G.

Losning: Det finns en sats i laroboken som séger att om G &r en cyklisk grupp med
n element sa dr antalet element av ordning d, dir d delar n, lika med ¢(d), Eulers
p-funktion. Anvénder vi nu formeln

1
go(n):n'l_[le(lf—) om n=pi'p5* ... pe,

%

dér py1,pa, ..., pg ar olika primtal och exponenterna e; > 1 for i =1,2,... k, sa far vi:
SVAR: ) 1
18) =18(1 — =)(1 — =) =6.
p(18) =18(1 - 2)(1 - )

Bestdam delgrupper med 2, 3, 6 och 9 element till G.

Losning: Enligt samma sats i laroboken finns {f6r varje delare d till 18 precis en delgrupp
med d element. Dessutom vet vi att samtliga delgrupper till cykliska grupper &r cykliska,
och genereras alltsa av element som har en ordning som &r lika med antalet element i
delgruppen. Om d delar n och elmentet g har ordning n sa kommer ¢™/? att ha ordning
d. Vi vet redan att elementet 2 har ordning 18 och finner da delgrupperna:

Hy ={1,2°= -1}, Hz={1,2°=72" =11},

He ={1,23=8,20 =729 = —1,2'2 = 11,2!° = 12},
Hy = {1,22 =4,2* = 16,25 = 7,28 = 9,219 = 17, 2'? = 11,2 = 6,2'¢ = 5}.



2. Bestam antalet delgrupper till en cyklisk grupp med 63 element.

Losning: En cyklisk grupp G med n element har precis en delgrupp for varje delare d till
n. For den givna gruppen G géller att

n=63="7-32

antalet delare blir da antalet majliga séitt att kombinera potenser 7¢ och 37, av talen 7 och
3,med0<e<1loch0<f<2 Vifar

SVAR: 2-3 =6.

3. Vilka av foljande grupper &r cykliska?

(a)

(ZQ, —|—) X (Zg, +)

Lésning: Elementet (1,1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har sex element och elementet (1,1) varken har ordning 2 eller 3 eftersom

2(1,1) = (0,1) =# (0,0),  och 3(1,1) = (1,0) # (0,0),

och d& ordningen av elementet (1,1) delar talet 6 s& maste detta element ha ordning
sex och alltsa &r givna gruppen cyklisk.

(Zg7 —|—) X (Zg, +)

Losning: Elementet (1,1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har 72 element och om elementet (1,1) har ordning & sa maste

kE(1,1) = (k, k) = (0,0),

vilket ger att 8 delar k och 9 delar k och alltsa 72 delar k. Alltsa har elementet (1,1)
ordning 72 och den givna gruppen &r cyklisk.

(Z87—|—) X (Z3,+) X (Zg,+)

Losning: Lat (a,b,c) vara ett godtyckligt element i den givna gruppen. Da géller,
eftersom a € Zg, b € Z3 och ¢ € Z3 att

24((]/) b7 C) = (07 07 O)’

och alltsa finns inget element som kan ha ordning 72, vilket var antalet element i
gruppen.

4. Hornen i en kvadrat fiargas svarta eller vita. Kvadraten kan sedan speglas, vridas och viandas.

(a)

Bestdm en bana med precis tva element, och en bana med precis fyra element.

Losning: Vi numrerar hérnen 1, 2, 3 och 4 sa att hérn 1 har kant till hérn 4 och 2.
Och kodar firgliggningarna sa att 0 betyder vit firg och 1 svart firg, sa tex (0,1,1,1)
betecknar den farglaggning dér horn 1 ar vitt och de dvriga svarta.

En bana med tva element &r da
{(0,1,0,1),(1,0,1,0)},
och en bana med fyra element &r da t ex

{(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,0) }.



(b) Bestém satibilisatorn till en firgliggning dér tva nérliggande horn édr vita och de 6vriga
tva svarta.

Losning: Vi betraktar fiargldggningen (0,0, 1,1). Stabilisatorn bestar av de vridningar,
vandningar och speglingar som avbildar kvadraten pa sig sjilv och sa att fiargliggningen
bevaras. Identiteten, dvs ingen vridning etc alls &r en sadan. Den enda andra méjligheten
ges av att 1 — 2 och 2 — 1 och da maste d&ven 3 — 4 och 4 — 3. Sa

SVAR Med var firglidggning blev stabilisatorn {id, (1 2)(3 4)}.

(¢) Anvénd den sk Burnsides lemma for att beridkna antalet banor.

Losning: Vi listar upp gruppen G av alla vridningar som avbildar kvadraten pa sig
sjélv och antalet farldggningar |F(g)| som fixeras av respektive element g € G:

G |F'(g)]
id=(1)(2)(3)(4) [ 27=16
(1234) 2
(13)(24) 22 =4
(1432) 2
(1)(3)(24) 22 =8
(2)(4)(13) 2° =38
(14)(23) 22 =4
(12)(43) 22 =4
och alltsa med Burnsides lemma
SVAR: 18
|G|§|F 16+2 §+3:4+2:2)=—=6.

Anmirkning: Motivering for att tabellen far de angivna virdena, se l6sningen av
nésta uppgift.

5. Bestdm antalet sitt att farga sidorna i en kub med 7 olika farger.

Losning: Vi bestammer forst méngden vridningar av kuben som vrider kuben pa sig sjélv,
dvs kubens automorfigrupp.

Nagon sida x skall vridas till kubens ovansida och nagon av sidan x:s grannsidor y skall bli
framsida. Antalet sitt att véilja x dr sex och da z har fyra angrénsande sidor, finns det totalt
6 -4 = 24 olika sitt att kombinera ihop = och y pa sa totalt finns det 24 automorfier av
gruppen.

Vi skriver nu upp var tabell, med beteckingar o=ovansida, b=baksida, f=framsida,
u=undersida,h=ho6gersida,v=véanstersida:



G | F(9)l
id = (v)(h)(f)(0)(b)(u) | 7°
() (u)(fvbh)| 7
(0)(u)(f b)(v h) | 7
@) (u)(fhbv) | 7

nedan vrids f till o forst | och sedan vrids kuben runt en tankt z-axel

(fobu)(v)(h) | 7°

(foh)(vbu) 7?
(f o)(wh)(bu) | 7°
(f osv)(buh) | 7

nedan vrids v till o forst | och sedan vrids kuben runt en tankt z-axel ’

(vohu)(f)®) |7

(wo f)(hub) | 7?
(vo)(hu)(fb)|T

(wob)(huf)| T

pss néar b och h vrids till o forst | och sedan vrids kuben runt en tankt z-axel

(0 u)(f)(v)(b)(h) | T°

(ou)(fvbh)| T2

(ou)(fb)(vh) | T

(ou)(f hbv) | 7

och Burnsides lemma ger nu antalet banor

1 1
@l SO IF(g) = (T + 7+ 7 4117 10 72) = 5880.
geG

. Undersk om polynomet 23 + z + 1 #r irreducibelt i polynomringen Zs[z].

Losning: Vore polynomet inte irreducibelt sa skulle det, eftersom polynomets grad &r tre,
finnas faktorer av grad 1 och déarmed enligt faktorsatsen skulle polynomet ha nollstéllen i
kroppen Zs. Detta ar latt att undersoka:

034041 =1%#0, IP+14+1=3+#0, 2242+1=1#0, 33+3+1=1+#0, 434+4+1=4#0.
Nollséllen saknas och polynomets grad &r tre medfor att polynomet &r irreducibelt.

. Undersok om polynomet p(x) = x* + 22 4+ 1 &r irreducibelt i polynomringen Zs[x].

Lésning: Undersoker forst om p(z) har nagra sa kallade linjédra faktorer, dvs faktorer av
grad 1, pss som i féregaende uppgift.

0440241 =1#£0, 1*+1241 =340, 2*42°24+1=1#0, 3*+32+1 =1 #£0, 4*+424+1 =2 £ 0,
och alltsa har polynomet inga linjira faktorer. Med hjélp av ansatsen

z* + 22 +1 = (2* + Az + B)(2® + Cx + D),
underscker vi nu forekomsten av andragradsfaktorer. Hogra ledet forenklas till

' + (A+ C)a® + (AC + B + D)a? + (BC + DA)z + BD,



och om vi sedan identierar koeflicinter i p(x) med koefficienterna i uttrycket ovan far vi
systemet

A+C = 0
AC+B+D = 1
BC+DA = 0
BD =1

Multiplicerar vi forsta ekvationen med D och subtraherar den tredje ekvationen far vi lik-
heten

(D-B)C =0,
sa om D # B maste C = 0 och déarmed ocksa, i enlighet med ekvation 1, A = 0. Vi far tva
fall:

Fall 1: D = B och emedan DB = 1 sa finns i Z5 bara mojligheterna D = 1 = B och
D = B = —1. Da far vi ur ekvation 1 och 2 att

{ A+C 0 { A+C 0
1 resp

1

AC +2 AC -2

Men prévning med element ger med A = 1 och C' = 4 att det forsta av dessa system &r
uppfyllt. Vi har da hittat en faktorisering:

st 2?4 1= (22 + 1z 4 1)(2® + 4o + 1),

och vart systematiska sokande efter en faktorisering kan omdelbart avbrytas.
SVAR: Polynomet kan faktoriseras 2% + 2% + 1 = (22 + 2 + 1)(2? + 4z + 1).

8. Betrakta polynomringen Zs[z] och bestdm den storsta gemensamma delaren D(z) till de
biigge polynomen p(r) = 2° + 2% + x + 1 och ¢(x) = 2% + 1 samt bestim polynom n(z) och
m(x) sadana att

D(z) = n(x)p(x) + m(z)q(z).

Losning: Anvinder Euklides algoritm:

P+ +r+l = 2@+ +a+1
2+1 = (z+1)(x+1)+0 "’

s& D(x) = (x4 1). Vi finner ocksa att
r+l=@+23++1)+23@?+1),

sa
SVAR: D(x) = 2 + 1 samt n(x) = 1 och m(z) = 2 t ex.

9. Faktorisera polynomet 2% — 1 i irreducibla faktorer i polynomringen

(a) Zrla].

Losning: Alla icke noll element i kroppen Z; satisfierar, pga Fermats lilla sats, ekva-
tionen 2% — 1 = 0. Vi har d& faktoriseringen

25 —1=(z—1)(z—2)(xz—3)(x—4)(z—5)(z —6).



(b) Zs[z].

Losning: Undersoker forst vilka av elementen i Z5 som satisfierar ekvationen 2% = 1.
Vi finner att elementen 1 och —1 gor det och inga andra. Delar vi nu % — 1 med
polynomet (z — 1)(z + 1) sa far vi

2% —1=(z—D(z+1)(a*+22+1).
Enligt en tidigare uppgift kan nu faktoriseringen fortsétta och vi finner att
25— 1=(z—1)(z+1)(2* + 2+ 1)(2® + 42 + 1).

(c) Zs[z].

Lésning: I Z3 uppfyller alla icke noll element ekvationen 2% = 1 och dérfor har vi som
ovan
25 —1=(z—1)(z+1)(z*+2%+1).

Aven polynomet z* 4+ 22 + 1 har nollstiillena 1 och —1 och divison med (z — 1)(z + 1)
ger
et 2?4+ 1= (z—1)(z+1)(2® - 1).

Men 22 — 1 har ju en vilkénd faktorisering och vi far tillslut
1= -1)(z+)(z-1(z+1)(z-1)(z+1).
(d) Qlz].

Losning: Vi loser forst uppgift (e).
(e) R[z].

Lésning: Vi loser forst uppgift (e).
(f) Clal,

Losning: De komplexa rotterna till ekvationen dro x; = ei%’r, dar g =1 och 3 = —1.
Vi far nu faktoriseringen

2 —1=(—-1)(z+1)(z—2)(z—25)(r —22) (T — 24).

Loser nu uppgifterna (d) och (e):

Rotterna xq och x5 dr konjugerade komplexa tal och produkten av motsvarande forstagrads
ploynom blir 2 — z 4 1. Vi fir nu faktoriseringen

- l=@-D+)®—z+1)(z®+2+1)

och eftersom alla nollstéllen till andragradsfaktorerna ovan ér ickereella sa dr en vidare
faktorisering ej mojlig.

dar @ betecknar kroppen av rationella tal, R kroppen av reellla tal och C' de komplexa talen.

10. Visa att méngden

ZIV2] = {n+mV2|n,me Z},

dér Z betecknar méngden av hela tal, bildar en ring.

Losning: Den giva méngden &dr en delméngd till ringen av reella tal, dir samtliga réknelagar
for ringar ar giltiga, sa det enda vi behéver kontrollera dr att den givna méngden ér sluten



m a p addition och multiplikation samt att nollelement och additiva inverser till samtliga
element existerar.

Vi testar nu slutenheten
(n1 4+ m1vV?2) + (ng + mav2) = (ny 4 na) + (my + m)V2 € Z[V2],
eftersom nq + ny och my + mo bada tillhér Z. Vidare &r multiplikationen sluten ty
(n1 +m1V2)(ng +mav2) = (n1na + 2mims) + (nemy +nima)V2 € Z[V?2),

eftersom ning + 2myime och nami + nimso bada ar element i Z.

Nollelementet dr 0 + 0v/2 och varje element n + m+/2 har additiva inversen —n — m+/2 ty
summan av dessa element &ar ju 0.




11.

12.

13.

Gruppen G ar cyklisk och har en cyklisk delgrupp H med 105 element och en cyklisk delgrupp
K med 63 element. Bestam H N K.

Losning: Vi observerar forst att sgd(105,63) = 21.

Eftersom H &r cyklisk och talet 21 delar antalet element i H sa finns precis en delgrupp Ly
till H med 21 element. Motsvarande géller for delgruppen K.

Nu anvénder vi Lagranges sats. Vi finner att antalet element i G delas av bade 105 och
63 och alltsa att talet 21 delar |G|. Eftersom G &r cyklisk sa har G precis en delgrupp Lg
med 21 element. Men bade Ly och Ly &r ocksa delgrupper till G, eftersom H och K é&r
delgrupper till G, bada med 21 element. Enda mojligheten &r att dessa grupper ar lika, dvs

Lo=Lyg=Lg.
Vi kan da sluta oss till att Lg = Ly = Lx € K och Lg = L = Ly C H och alltsa
LecCHNK.

Men H N K delgrupp till bade H och K ger att antalet element i H N K delar antalet element
i bade H och K och alltsa
|H N K| | sgd(105,63) = 21.

Vi far alltsa att |[H N K| < 21. Men da H N K innehaller en delgrupp Lg med 21 element sa
maste |H N K| > 21. Vi har nu kommit fram till att

21 < |[HN K| < 21,
och alltsa att
|HN K| =21.
Men dé |Lg| = 21 och Lg € H N K sa maste gélla att

HNK = Lg,

dér Lg var den unika delgruppen till G med 21 element.
SVAR: H N K é&r den unika delgruppen till G som har 21 element.

Betrakta en grupp G som verkar pa en méngd S. Banan O innehaller 7 element ur S och
stabilisatorn till elementet s € O bestar av 4 element. Bestdm antalet element i G.

Losning: Fran den bakomliggande teorin for banor och sabilisatorer vet vi att, med bokens
beteckningar, om H &r stabilisatorn till s,

H=G(s— s),

och s’ ett annat element i samma bana, och g ett element i G sadant att g(s) = s’ sa géller
att
G(s—s')=gH.

Varje element i banan O motsvarar alltsa en unik sidoklass till satbilisatorn H till s € O
(och H &r ju en delgrupp till G).

Da H har fyra element och antalet sidoklasser &r 7 sa maste G innehalla precis 28 element.
SVAR: 28.

Lat H vara en delgrupp till gruppen G. Elementen i H beskriver funktioner pa elementen i
G enligt

h(g)="h-g.



(a) Bestdm antalet banor i G.

Losning: Vi anvinder Burnsides lemma och skall fér den skull beriikna |F'(h)| f6r varje
h € H. Men i detta fall sa &r

F(h) ={g € G| hg =g},

och alltsa ér F(id) = G och om h # id sa giller att hg # g for varje g € G och saledes
F(h) =0 om h # id. Enligt Burnsides lemma blir nu antal banor lika med

i 3 [P0 = gl Pl)] = zl6 = 57

heH

SVAR: Antalet banor ar G

[H|

(b) Beskriv banorna.

Losning: Lat Hg vara en sidoklass till H 1 G, dvs
Hg={hg|heH}.

Da galler for varje par av element hg resp h'g i denna sidoklass att med b’ = h'h~! € H
sa Ar

h"(hg) = h"hg = W'h~*hg = I'g,
och dérmed, enligt definitionen av bana, att hg och h'g tillhér samma bana.
Nu réaknar vi pa antalet banor och antalet sidoklasser. Enligt uppgift (a) dr antalet banor
lika med |G|/|H| vilket ocksa &r antalet sidoklasser. Eftersom elementen i en sidoklass

tillhér samma bana, som vi visade ovan, sa maste banorna besta av sidoklasserna till
HidG.

14. Undersok om méngden av 3 x 3 matriser

o O O
o o e
oo o

dar a, b, c € Zs, bildar en ring utan etta.

Lsning: Den giva méngden S dr en delméngd till ringen av R = M343(Z5) av 3 X 3-matriser
med element fran kroppen Zs, déar samtliga riknelagar for ringar dr giltiga, sa det enda vi
behover kontrollera ér att den givna méngden &r sluten m a p addition och multiplikation
samt att nollelement och additiva inverser till samtliga element existerar.

Vi kontrollerar nu att matrisen ar sluten m a p addition:

0 a b 0 d e 0 a+d b+e
0 0 c|+]0O0 f|=1]0 0 c+f | €8
0 0 O 0 0 O 0 0 0

Vidare med multiplikationen



15.

16.

17.

10

Nollmatrisen fungerar som nollelement till méngden S och matrisen —A &r ju additiv invers
till A iringen R sa det som aterstar dr att visa att A € S medfér —A € S:

0 a b 0 —a -—b
A=10 0 ¢ = —-A=|0 0 —c | eb.
0 0 O 0 0 0

Bestim samtliga enheter i ringen R = May2(Zs) av 2 X 2-matriser med element fran kroppen
Zs.

Losning: Vi definierar determinanter pa sedvanligt sétt och riknelagen det(AB) = det(A) det(B)

kommer att vara giltig. Sa om A &r en inverterbar matris finns en matris B sadan att

1 0
=[5 2]

och eftersom identitetsmatrisen kommer att ha en determinant som ér lika med 1, s4 maste
det(A) # 0 om A #r inverterbar. T ex genom att testa samtliga 16 matriser i den givna
ringen ser man att ringen R bestar av 6 matriser med nollskild determinant:

R I E R R R b

Vi provar vidare och ser att de forsta fyra matriserna &r sina egna inverser medan de tva
sista dr varandras invers.

Betrakta ringen R = M3x3(Z3) av 3 x 3-matriser med element fran kroppen Z3. Visa att om
A € R och det(A) = 0 sa finns alltid en matris B sadan att AB = 0. Kommer det da ocksa
att finnas en matris C sa att CA = 07

Losning: Uppgiften blir trivial om vi tillater B och C' att vara nollmatriser. Sa vi antar att
det var icke nollmatriser som sdéktes!! Vi vet fran den linjdra algebran att om determinanten
for en matris A dr noll sa #r kolonnerna linjért beroende. Sa om kolonnerna i A &r ki, ko
och k3 sa finns element \;, for i = 1,2, 3 sadana att

)\1]2‘1 + /\2]2‘2 + /\3];3 =0.

Vanlig matrismutiplikation ger nu att med

A AL A
B=12X X X [,
A3 A3 A3

sa blir AB = 0.

Eftersom det(A”) = det(A) = 0 sé finns en matris D till A7 sddan att A7 D = 0. Transpo-
nering i denna likhet ger nu att DT A = 07 = 0. De sokta matrisen C' ges nu av matrisen
C = DT,

Polynomet p(x) = 2% — 3z* — 52% + 1522 + 42 — 12 har nollstiillena 1, —1, 2, —2 och 3 i

ringen Z. Faktorisera p(x) i irreducibla faktorer i ringen Z;7[x].

Lo6sning: Faktoriseringen i ringen R|x], dér R &r ett reellt tal blir ju, eftersom nollstéllena
dro 1, —1, 2, —2 och 3,

25 =32 — 523 1527 + 4 — 12 = (z — D)(z + 1)(z — 2)(z + 2)(z — 3).

Raéaknar vi nu modulo 17 sa kommer samma likhet att besta.
SVAR: 2° — 32* — 523 + 1522 + 42 — 12 = (z — 1)(z + 1)(z — 2)(z + 2)(x — 3).



18.

19.

20.

11

Konstruera ett irreducibelt fjirdegradspolynom i polynomringen Zs[z].

Losning: Vi provar oss fram och gor ett forsok med polynomet
p(x) =z + o +2,
eftersom samtliga icke noll element a i Z3 uppfyller a® = 1 och didrmed a* =1 s&
a#0 = a*+a+2=14a+2=a#0, och 04+0+2=2#0,

sa polynomet vi provar har inga forstagradsfaktorer.

Testar andragradsfaktorer genom en ansats:
2+ +2= (2> + Az + B)(2® + Cz + D),
Hogra ledet forenklas till
z* + (A+ C)2® + (AC + B + D)z + (BC + DA)z + BD,

och om vi sedan identierar koefficinter i p(z) med koefficienterna i uttrycket ovan far vi
systemet

A+C = 0
AC+B+D = 0
BC+DA =1
BD = 2

eftersom Z3 bara har tre element 0, 1 och 2 sa ger den sista ekvationen att ett av elementen
B och D #r 1 och det andra 2 och da blir deras summa 0. Saledes ger ekvation 2 att AC =0
varvid en av A och C maste vara noll, men eftersom summan av A och C' &r noll maste
bégge elementen vara noll. Men da kan inte den tredje ekvationen vara uppfylld. Alltsa finns
inga andragradsfaktorer och polynomet &r irrdeucibelt.

SVAR. T ex polynomet x* 4 x + 2 #r irreducibelt i Z3[z] och av grad fyra.

Bestam antalet enheter i ringen R = Msy2(Zp) av 2 x 2-matriser med element fran kroppen
Z,, dér p &r ett primtal.

Losning: Vi kan definiera determinanter i ringen R och ett element i denna ring dr en enhet,
dvs inverterbar, precis da dess determinant inte &r noll. Totala antalet element i ringen R &r
p* eftersom Z, innehaller p element och vi har att vélja element till precis fyra positioner i
varje matris. Vi berdknar antalet matriser vars determinant &r lika med 0. I en sadan matris
dr kolonnerna linjért beroende.

Antalet matriser vars forsta kolonn bestar av nollkolonnen &r p?.

Om forsta kolonnen ir kolonnen k # 0 sa finns det precis p kolonner som tillsammans med
k bildar en linjéirt beroende méngd, namligen kolonnerna Ak med \ € Zy,. Alltsa till varje
kolonn k # 0 finns det p stycken matriser med determinanten lika med 0 och med kolonnen
k som forsta kolonn. Det finns p? — 1 sddana kolonner & # 0 och antalet matriser med en
determinant lika med noll blir alltsa p - (p?> — 1) = p® — p.

Totalt finns alltsa p® — p + p? matriser vars determinant #r lika med 0. Sa
SVAR: p* — p? — p? + p.
Undersok om méngden

Q(WV2) ={a+bv2|a,beQ},

dér @ betecknar méngden av rationella tal, bildar en kropp.
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Lésning: Precis pa samma sitt som i uppgift 10 visas att Q(y/2) #r en ring. Den &r kom-
mutativ eftersom den &r en delméngd till méngden av reella tal. Det som aterstar ar att visa
att varje icke noll element ar inverterbart.

Vi ger en explicit formel for inversen, som paminner om formeln for inverser till komplexa

tal.
a—bv/2  (a+bv2)(a—bV2)
a? — 202 a? — 2b?

a—bV/2

a? — 2b?°

S& det enda som aterstar att kontrollera #r att a? # 2b% for alla rationella tal a och b,
eftersom vi inte kan dela med 0.

(a+bV2) =1,

och darmed ar

(a+bv2)"1 =

Men a
a2 = 2b2 = \/i = E,
och d& +/2 &r irrationellt men 2 rationellt sa kan det inte intréiffa att a? = 2b2. Eller kanske

b
dnnu mer generellt, polynomet z? — 2 iir irreducibelt i ringen Q[z] ir det som avgdr saken.



