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Lösningsförslag till
kompletteringstentamen den 11 juni i
kursen Differentialekvationer I, SF1633

(5B1206).

Modul 1

Du och Osquar ska studera en funktion y som uppfyller diffekvationen

y1pxq � �y3esin y

och där yp0q � 17. Du inser att det inte går att lösa denna diffekvation, men

Osquar påstår ändå att limxÑ8 ypxq � 0. Har Osquar rätt eller fel? Motivera

ditt svar.

Lösning. Ekvationen är autonom så vad som händer efter lång tid kan kvalitativt

studeras med hjälp av kritiska punkter. En kritisk punkt är en punkt där

fpyq � �y3esin y � 0, detta gäller endast då y � 0. Då y ¡ 0 är fpyq   0 och

därför kommer limxÑ8 ypxq � 0 så Osquar har rätt.

Svar: Osquar har rätt.

Modul 2

Bestäm en funktion fptq som uppfyller att

et

» t

0

fpτqe�τ dτ � t2.

Lösning. Ekvationen kan skrivas som f � et � t2. Vi Laplacetransformerar båda

led och får
F psq
s�1

� 2

s3 . Alltså är

fptq � L
�1pF psqq � L

�1

�
2

s2
� 2

s3


 � 2L
�1

�
1

s2


�L
�1

�
2

s3


 � 2t� t2.

Svar: fptq � 2t� t2.

Modul 3

Bestäm en funktion upx, yq sådan att

x
BuBx � BuBy � 0

och där upx, 0q � x2 � 2x3.

Lösning. Vi söker lösningar på formen upx, yq � XpxqY pyq. Stoppar vi in detta

i ekvationen får vi xX 1pxqY pyq �XpxqY 1pyq � 0, varför

x
xX 1pxq
Xpxq � �Y 1pyq

Y pyq � �λ.

Detta ger X 1pxq� λ
x
Xpxq � 0 och Y 1pyq�λY pyq � 0. Den första ekvationen har

lösningarna Xpxq � Ax�λ och den andra Y pyq � Beλy. Alltså är funktionerna
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uλpx, yq � Cλx�λeλy lösningar till ekvationen. Eftersom ekvationen är linjär

och homogen är även summan av två lösningar en lösning, alltså är upx, yq �
uλ1

px, yq � uλ2
px, yq � Cλ1

x�λ1eλ1y � Cλ2
x�λ2eλ2y också lösningar. Stoppa in

y � 0 i detta, det ger upx, 0q � Cλ1
x�λ1 � Cλ2

x�λ2 och vi vill att det ska bli

upx, 0q � x2 � 2x3. För att detta ska stämma sätter vi λ1 � �2, λ2 � �3,

Cλ1
� 1 och Cλ2

� 2. Detta ger att upx, yq � x2e�2y � 2x3e�3y.

Svar: upx, yq � x2e�2y � 2x3e�3y.

Modul 4

Bestäm funktionerna xptq och yptq sådana att"
x1ptq � 2x� 2y

y1ptq � 2x� 6y

och där xp0q � 1 och yp0q � 0.

Lösning. För att lösa problemet måste vi hitta egenvärden och egenvektorer till�
2 �2
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. Egenvärdena ges av

∣

∣

∣

∣

2� λ �2

2 6� λ

∣

∣

∣

∣

� p2� λqp6� λq � 4 � λ2 � 8λ� 16 � pλ� 4q2 � 0.

Alltså är λ � 4 ett dubbelt egenvärde. Vi söker efter egenvektorer till λ � 4,

dessa ges av �
2� λ �2

2 6� λ

���� 00
 � ��2 �2

2 2

����00
 .

Vi ser att egenvektorerna är på formen

�
x

y


 � s

�
1�1



. Alltså är X1ptq ��

1�1



e4t en lösning till systemet och en annan lösning ges avX2ptq � ��

1�1



t� w



e4t,

där w är en lösning till�
2� λ �2

2 6� λ

���� 1�1


 � ��2 �2

2 2

���� 1�1



.

Detta uppfylls av till exempel

�
x

y


 � ��1{2
0



. Allmänna lösningen till sys-

temet är därmed Xptq � C1

�
1�1



e4t�C2

�
t� 1{2�t



e4t. I vårt fall var Xp0q ��

1

0



så vi får C1�C2{2 � 1 och �C1 � 0. Detta ger C1 � 0 och C2 � �2 varför

Xptq � �
1� 2t

2t



e4t.

Svar: xptq � p1� 2tqe4t och yptq � 2te4t.

2


