Matematik, KTH Rikard Olofsson

Losningsforslag till
kompletteringstentamen den 11 juni i
kursen Differentialekvationer I, SF1633
(5B1206).

Modul 1
Du och Osquar ska studera en funktion y som uppfyller diffekvationen

(@) = —yPen

och dir y(0) = 17. Du inser att det inte gar att 16sa denna diffekvation, men
Osquar pastér dnd4 att lim,_,, y(z) = 0. Har Osquar ritt eller fel? Motivera
ditt svar.

Lésning. Ekvationen ar autonom sé vad som hénder efter 1ang tid kan kvalitativt
studeras med hjilp av kritiska punkter. En kritisk punkt &r en punkt dar
fly) = —y2es™Y = 0, detta giller endast d& y = 0. Da y > 0 #r f(y) < 0 och
darfor kommer lim,_, y(x) = 0 s& Osquar har ritt.

Svar: Osquar har ratt.

Modul 2
Bestdm en funktion f(¢) som uppfyller att

t
et e Tdr = 2.
| s ar =1

Lésning. Ekvationen kan skrivas som f # e! = t2. Vi Laplacetransformerar bada
led och far £ — 2. Alitsa s

F(t) = LV (F(s)) = 2 (3 - 3) —og <i> _ g <3> — ot ¢,

52 83 52 83
Svar: f(t) =2t —t2.

Modul 3
Bestam en funktion u(z,y) sddan att

ou N ou 0
Tr— — =
or 0Oy

och dir u(x,0) = 2% + 223,

Lésning. Vi soker 16sningar pa formen u(

x,y) = X(2)Y (y). Stoppar vi in detta
i ekvationen far vi zX'(x)Y (y) + X (z)Y'(y)

= 0, varfor
xX'(x) Y'(y)

T = —

(
X(z) Y(y)

Detta ger X'(x)+ %X(w) =0 och Y'(y) — AY (y) = 0. Den f6rsta ekvationen har
16sningarna X (z) = Az~ och den andra Y (y) = Be*V. Alltsa #r funktionerna

Y
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ux(w,y) = Oz~ e 16sningar till ekvationen. Eftersom ekvationen #r linjir
och homogen dr dven summan av tvd l6sningar en 16sning, alltsd ar u(z,y) =
uy, (,9) + ux, (z,y) = Oy, 2~ MeMY + O,z *2e*2Y ocksa 16sningar. Stoppa in
y = 0 i detta, det ger u(z,0) = Cy,2~* + Cy,z~*2 och vi vill att det ska bli
u(z,0) = 22 + 223, For att detta ska stimma sdtter vi \; = —2, Ay = —3,
Cy, =1 och C), = 2. Detta ger att u(z,y) = v2e 2 + 2z3¢ 3.

Svar: u(z,y) = 22e"2Y + 223e73Y.

Modul 4
Bestam funktionerna z(t) och y(t) sddana att

' (t) = 22 — 2y
y'(t) = 2z + 6y

och dar z(0) = 1 och y(0) = 0.
Losning. For att 16sa problemet maste vi hitta egenvirden och egenvektorer till

(; 62> . Egenvirdena ges av

=(2-AN6-N+4=X-8\+16=(A—4)>=0.

2—-X =2
2 6-AX

Alltsa ar A = 4 ett dubbelt egenvirde. Vi soker efter egenvektorer till A = 4,

dessa ges av
2-X =210\ (-2-210
2 6-X|0 2 2 1(0)°
1

Vi ser att egenvektorerna ar pd formen (i) =5 (1

) . Alltsa &r X (t) =

t+w ) e,

(11> e*! en 16sning till systemet och en annan 16sning ges av X»(t) = ( (11

dar w ar en 16sning till

2—-X -2 |1 (221
2 6—-X|—-1 2 2 |-1)°

Detta uppfylls av till exempel (i) = <_%)/ 2) . Allm&nna 16sningen till sys-

temet ar darmed X (¢) = C4 (11> M4 O (t 1/2> et T vart fall var X (0) =

(é) sa vifar C1 —C3/2 = 1 och —C; = 0. Detta ger C; = 0 och Cy = —2 varfor

X(t) = (1 ;ft) ¢t

Svar: z(t) = (1 — 2t)e** och y(t) = 2tet.



