Matematik, KTH Rikard Olofsson

Losningsforslag till kontrollskrivning 2

1A. Lat u(t) beteckna Heaviside-funktionen. Berdkna .Z(3u(t — 2)u(4 — t)).

Lésning. Heaviside-funktionen u(t) &r 0 om ¢t < 0 och 1 om ¢ > 0. Darfor ar
u(t —2) en funktion som &r 1 d& ¢ > 2 och 0 annars och u(4 —t) en funktion som
dr 1 dat <4 och 0 annars. Produkten av dessa tva funktioner &r en funktion
som &r 1 fér 2 < t < 4 och 0 annars. Laplacetransformen blir darfér

s’s} 4 _st14
ZLBu(t —2)u(4 —t) = f e *3u(t — 2)u(4 — t)dt = f e *'3dt =3 [e ]
0 2 =5 19
6725 _ 6745
= 3f

—2s —4s
Svar: 3*——_"—

1B. Lat u(t) beteckna Heaviside-funktionen. Berdkna . (2u(t — 1)u(2 — t)).

Lésning. Heaviside-funktionen w(t) &r 0 om ¢ < 0 och 1 om ¢ > 0. Darfor ar
u(t—1) en funktion som &r 1 d& ¢ > 1 och 0 annars och u(2 —t) en funktion som
dr 1 da t < 2 och 0 annars. Produkten av dessa tva funktioner dr en funktion
som dr 1 for 1 <t < 2 och 0 annars. Laplacetransformen blir darfér

o0

2 —st12
e Su(t — 1)u(2 —t)dt = J e S2dt = 2 [e ]
1 R

L(2u(t — Du(2 1)) :f

0

=2

—s 6725

S

6= _e—28

Svar: 2

2A. Finn en funktion f(t) sddan att f(0) = 2 och dar
¢
() + 5f e* (f(t — 1) — 4) dr = 10.

0

Lésning. Vi borjar med att observera att integralen i ekvationen kan uppfattas
som en faltning mellan e och f(t) — 4. Vi Laplacetransformerar bada led och
far

L(f'(t) +5e* « (f(t) — 4)) = £(10).
Eftersom Laplacetransformen ar linjar kan vi skriva detta som

ZL(f () +5.2(e* « (f(t) — 4)) = 10.2(1).

Vi anvénder formelsamlingen och ser att detta kan skrivas som

sF(s) — (0) + 53712 (F(s) - f) _10
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Vi stoppar in att f(0) = 2, flyttar allt som inte innehéller F'(s) till hogerleder
och bryter ut F(s). Uttrycket blir

5 10 20 10 10 10 10
2 VFs) =2+ — =24 — =9
<S+s—2> () +s+s(s—2) +s+s—2 s +s—2
_25+6
s —2
Alltsd ar F'(s) given av
25+ 6 25+ 6 25+ 6 2(s—1)+8

F(S)=5(572)+525272s+5: (s 1)2+4 (s 12+4°

Ur enligt forskjutningslagen och linearitet hos .Z ! foljer ur detta att

f(t) = L7V (F(s) = 27 (M) g (28 + 8)

(s—1)2+4 s2+4
2
=2$1< 214> +4$1< 2+4> = e'(2 cos 2t + 4sin 2t)
s s

Svar: e'(2cos 2t + 4sin 2t)

2B. Finn en funktion f(t) sddan att f(0) = 1 och dar
¢
F+ 13J e V(44 f(t — 7)) dr =13.
0

Lésning. Vi bérjar med att observera att integralen i ekvationen kan uppfattas
som en faltning mellan e~** och 4 + f(¢). Vi Laplacetransformerar bada led och
far

L(f'(t) +13e M« (44 f(1)) = Z(13).

Eftersom Laplacetransformen ar linjar kan vi skriva detta som
L(f'(t) +13.ZL(e* « (4 + f(1)) = 13.2(1).

Vi anvander formelsamlingen och ser att detta kan skrivas som

sF(s) — (0) + 13Si4 (F(s) + g) _ 1_53

Vi stoppar in att f(0) = 1, flyttar allt som inte innehéller F'(s) till hogerleder
och bryter ut F(s). Uttrycket blir

13 13 52 13 13 13 13
Fs)=1+-—2- 27 14224 2 2 _q
<S+s+4> (5) T3 s(s+4) +s+s+4 s +s—|—4
s+ 17
C os+4]

Alltsd ar F'(s) given av

s+ 17 s+ 17 5417 (s+2)+15

F(s) = = = = .
() s(s+4)+13  s24+4s+13 (s+2)2+9 (s+2)2+9
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Ur enligt forskjutningslagen och linearitet hos .21 foljer ur detta att

ft) =2 YF(s) =21 (W) _ 2 <s o+ 15)

(s+2)2+9 s2+9

Svar: e %!(cos 3t + 5sin 3t)

3A. Bestam en funktion y(¢) sddan att y(0) = 2 och dar
y'(t) + Ty(t) = cost + 36(t — 1).
Lésning. Vi Laplacetransformerar bada led och far
L)+ Ty(t)) = L(cost + 36(t — 1)).
Med hjalp av linearitet och formelsamling férenklar vi detta till

sY (s) —y(0) + 7Y (s) = +3e°.

s
s2+1
Vi stoppar in att y(0) = 2 och loser ut Y(s), vi far

2 s 3

s+7+($+7)(52+1)+e s+T

Y(s) =

Partialbraksuppdelning av mittentermen ger

S 7 1 7 s 1 1

_ = —— + = + = ,
(s+7)(s2+1) 50s4+7 508241  50s2+1

alltsd ar
93 1 7 s 1 1 s 3

T 50517 (50241 508241 7°¢ ST

Vi inverterar detta uttryck, anviinder lineariteten hos .Z ! och observerar att
e~ ° motsvarar en forskjutning ett steg 4t hoger for att fa

y(t) = LY (s)) = %571 (S}J) + 57_0‘371 (ﬁi 1)

| 1 B (1 B
+%$ <S2+1>+3u(t 1).Z <—s+7>(t 1)

93 7 1
= %e’” + 0 cost + =0 sint + 3u(t — 1)677(7571).

Y (s)

. 93 -7t 7 1 —7(t—1
Svar: zse” " + g5 cost + g5 sint + 3u(t —1)e (t=1)

3B. Bestdm en funktion y(t) sddan att y(0) = 3 och dar

y'(t) + 5y(t) = 2sint +25(t — 7).
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Losning. Vi Laplacetransformerar bada led och far
LW (t) +5y(t)) = ZL(2sint + 26(t — 7)).

Med hjalp av linearitet och formelsamling férenklar vi detta till

sY(s) —y(0) +5Y(s) = +2e7 "5,

2
s2+1
Vi stoppar in att y(0) = 3 och léser ut Y(s), vi far
3 2 2

s+5+(s+5)(52+1)+e s+5

Y(s) =

Partialbraksuppdelning av mittentermen ger

2 111 s 51
(s+5)(s2+1) 13s+5 13s2+1 135241’

alltsd ar

4001 1 s 51 gy 2

Y(s) = — - = +— +e T,
=533 Besi T BEr1¢ sis

Vi inverterar detta uttryck, anvinder lineariteten hos .2 ! och observerar att
e~ 7% motsvarar en forskjutning sju steg at hoger for att fa

=206 = 52 (5 ) 52 (5)

T 13 s+5) 13 s24+1
5 1 1
L ut—-7L | — )@ -7
13 <82+1>+u( ) <s+5>( )
40 1 5
= ﬁeﬁt 13 cost + T sint + 2u(t — 7)e 7).
Svar: 93¢t — Lcost + Zsint + 2u(t — 7)e -7



