Matematik, KTH Rikard Olofsson

Losningsforslag till kontrollskrivning 3

1A. Bestam alla kritiska punkter till det autonoma systemet

2'(t) = e’ 4+ ye®
y(t)=1+x+ay — 23
och avgér om de ar stabila eller instabila.

Lésning. En kritisk punkt dr en punkt x,y dir hogerledet &r noll. Med andra
ord soker vi 16sningar till

e’ + ye® =0
l+z+ay—a® =0

Forsta raden sdger att e + ye® = (1 + y)e® = 0, men e # 0 sd vi méste
ha y = —1. Stoppar vi in detta i andra raden far vi 1 — 2% = 0, vilket ger
x = 1. Alltsd &r (1, —1) den enda kritiska punkten. Matrisen som hor till det
lineariserade systemet kring den kritiska punkten &r Jacobi-matrisen och den

berdknas till
e’ +ye* e
J(z,y) = ) :
1+y—-3z* z

I vart fall &r z = 1 och y = —1 vilket ger

0 e
()

Egenvirdena till denna matris ges av

1\? 1

4

-\ e
-31-A

Alltsd &r A\ = 1/2 £+ i4/3e — 1/4 vilket &r en instabil spiralpunkt.

Svar: (z,y) = (1,—1) ar den enda kritiska punkten och den &r instabil.

1B. Bestam alla kritiska punkter till det autonoma systemet

Pt)=1+y—ay—y3
y'(t) = e¥ — xe¥
och avgér om de ar stabila eller instabila.

Léosning. En kritisk punkt &r en punkt x,y dir hogerledet &r noll. Med andra
ord soker vi 16sningar till

l+y—azy—y3=0
eV —zeY =0

Andra raden sdger att e¥ — ze¥ = (1 — z)e? = 0, men e¥ # 0 sd vi méaste ha
x = 1. Stoppar vi in detta i forsta raden far vi 1 — y> = 0, vilket ger y = 1.
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Alltsa ar (1, 1) den enda kritiska punkten. Matrisen som hér till det lineariserade
systemet kring den kritiska punkten dr Jacobi-matrisen och den berdknas till

—y 1—2—3y?
J(z,y) = g )

I vart fall &r x = 1 och y = 1 vilket ger

-1 -3
()

Egenvirdena till denna matris ges av
—-1-X -3

2
1 1
\ =—/\(—1—)\)—3e=)\2+/\—3e=(x\—l——) —3e——=0.
e —

2 4

Alltsd ar A = —1/2 + 4/3e + 1/4 vilket 4r en sadelpunkt och dessa dr instabila.

Svar: (z,y) = (1,1) dr den enda kritiska punkten och den &r instabil.

2A. Bestdm allménna 16sningen till diffekvationen
(1 —2?)y" — a2y +4y = 6z

pa intervallet —1 < z < 1. Dra nytta av att ni vet att funktionerna y; (z) = 2z,
yo(z) = 22% + 22 — 1 och y3(x) = x+/1 — 22 + 22 alla l6ser ekvationen (detta
behéver ni inte bevisa).

Ledning: Kan du finna nigra homogena l6sningar enkelt?

Lésning. Eftersom yp, y2 och y3 alla &r I6sningar till en linjir diffekvation &r
ya—y1 = 222 —1 och yz—1; = /1 — 22 16sningar till den homogena ekvationen.
Dessa ar uppenbart linjart oberoende si allménna 16sningen till den homogena
ekvationen &r y, = A(27?—1)+Bx+/1 — 2. Allménna 16sningen till var ekvation
arnuy =y, +y1 = A(22? — 1) + Ba/1 — 22 + 2z

Svar:y(z) = A(22? — 1) + Bzv/1 — 22 + 2z.

2B. Bestdm allminna 16sningen till diffekvationen

(1 — 2%y —ay +y =322

pa intervallet —1 < & < 1. Dra nytta av att ni vet att funktionerna y;(x) =
224212, y2(x) = 22 ++/1 — 22 —2 och y3(z) = 2% —2x—2 alla 16ser ekvationen
(detta behover ni inte bevisa).

Ledning: Kan du finna nagra homogena l6sningar enkelt?

Lésning. Eftersom yp, y2 och y3 alla &r l6sningar till en linjir diffekvation &r
Yo—y1 = V1 — 22—2x och y3—y; = —4x 16sningar till den homogena ekvationen.
I s4 fall ar dven y(x) = x respektive y(z) = /1 — 22 16sningar till den homogena
ekvationen. Dessa &r uppenbart linjirt oberoende s& allminna 16sningen till
den homogena ekvationen ar y, = Az + Ba/1 — 22. Allménna 16sningen till var
ekvation &r nu y = y, + y1 = Az + BV1 — 22 + 22 + 22 — 2.

Svar:y(z) = Cz + D1 — 22 + 2% — 2.
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3A. Bestdm den 16sning till systemet

{x’(t) = 3z —y
y(t) = 63— 4y

som uppfyller att x(0) = 2 och y(0) = 7.

3 -1
Lésning. Vi infor X(t) = (;CE;;) och fir att uppgiften ar X' = <6 4) X

) . Egenvirdena till matrisen bestdms av

med villkoret att X (0) = (i

3—-x -1
6 —4—-X

2
B (AN H6=A4A-6=(rs2) —2 0.
2 4

Alltsa ar egenvirdena A = —1/245/2, dvs A = —3 respektive A = 2. Egenvektorn

féor A = 2 ges av
3—A -1 |0} (1-1/0
6 —4-—X|0 6 —6 (0

1
s (1> ar en egenvektor. For A = —3 far vi

3—X -1 |0y [6-10
6 —4-X|0 6 —10

1
s8 (6) dr en egenvektor. Allmanna 16sningen ar darfor

X(t) = G) 2 4 Oy (é) e,

.. - .. (2 o 1 1 _ C1 + Cy .
Stoppar viin t = 0 far vi <7> =C <1> +Cy (6) = <C1 n 602) . Differensen

mellan de tva raderna ger 5Cy = 7 — 2 s& Cy = 1, vilket ger C7 = 1.
Svar: z(t) = €% + ¢3! och y(t) = €' + 6.

3B. Bestdm den 16sning till systemet

{x’(t) = 2x — 2y
y(t) = 20— 3y

som uppfyller att z(0) = 1 och y(0) = —1.

y() 2 -3

med villkoret att X (0) = (_11> . Egenvérdena till matrisen bestdms av

e (1) . e [2 72
Lésning. Vi infor X(t) = och far att uppgiften ar X' = X

2—X -2

1\* 9
=(2-N(=3-\ +4=)\2+/\—2=<)\+—> - = =0.
0 3y ( ) ) 1

2
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Alltsa ar egenvirdena A = —1/243/2, dvs A = —2 respektive A = 1. Egenvektorn
for A =1 ges av
2—Xx -2 |0 1-210
( 2 —3—/\0> - (2 —40)

s, (i) ar en egenvektor. For A = —2 far vi

2—=X =2 0} _(4-2]0
2 =3-X|0 2-11|0

1
s (2> ar en egenvektor. Allmanna 16sningen ar d&arfor

X(t) = ¢y (f) ¢+ Cy (;) e 2,

o B (1 3 2 1\ [2C1 + (s o
Stoppar vi in ¢ = 0 far vi (_1> = (1 <1> + Gy (2) - (Cl + 2Cz> - Tva

ganger forsta raden minus andra raden ger 3C; = 3 s& C; = 1 och detta ger

Cy = -1

Svar: x(t) = 2e* — e~2! och y(t) = e — 272,



