KTH Matematik
Tentamen i Diff & trans I1I, SF1637, den 9 juni 2009

Inga hjédlpmedel tillatna. Uppgifterna 1 — 6 ger vardera maximalt 3
poéng; uppgifterna 7 — 9 ger vardera maximalt 4 poéng. For betyg E
(godként), D, C, B, A krdvs minst 15, 18, 21, 24 repektive 27 poéng.
Om 13 eller 14 poéng uppnas finns mojlighet att komplettera den
18 juni klockan 10:00 . Kontakta i sa fall kursledaren.
Den som &r godkdnd pa lappskrivning nummer ¢ har automatiskt
full podng pa uppgift nummer .

1. Betrakta begynnelseviardesproblemet
dx

5 = LcCosz, z(0) = 2.

Vad hénder med z(t) nér ¢ gar mot oandligheten?

2. Bestdm den allménna l6sningen y = y(x) till ekvationen
' + 4y =x
pa intervallet (0, 00).
3. a) Beskriv vad som menas med att en kritisk punkt till ett plant

autonomt system &r stabil.
b) Hitta de kritiska punkterna till systemet

{i—f=y—x2+2
dy _ .2
o=t =y

¢) Vilj en av de kritiska punkterna och avgor om den &r stabil
eller instabil.

4. Hitta en losning till randvardesproblemet

Pu  O*u .
%—Fa—yQ:O, u(x,O):e .
5. Hitta den losningen till systemet

dx

— =x(t) + 2y(t) + 2

= () +2y(0) +

dy

— = 2x(t t)—5

U 20(1) + (1)

som uppfyller begynnelsevillkoret z(0) =2, y(0) = 1.
Vand!



6. Los begynnelsevirdesproblemet

oy —ay +y=3, y(1)=0, /(1) =1

7. Los randvardesproblemet

Ou_0u o cr ts0
— = — r<T
Ox? ot’ ’

w(0,t) =0, wu(mt)=0, t>0,

(2.,0) 1, 0<z<m/2
ux7 —=
0, n/2<z<m

8. a) Enligt Torricellis lag kommer vatten i en 6ppen tank (inget
lock) att stromma ut ur ett litet hal i botten med samma fart
som en vattendroppe skulle ha om den f6ll fritt fran vattennivan
i tanken till halet (inget luftmotstand). Om A(h) betecknar
tvérsnittsarean pa tanken vid héjden A > 0 (h = 0 motsva-
rar botten pa tanken) och D betecknar halets tvérsnittsarea,
bestdm en differentialekvation som ger vattennivan h(t) vid ti-
den t (som vi alla vet kommer h(t) minska med tiden). (Ledning:
enligt energiprincipen kommer en droppe som bérjar i vila och
faller fritt fran hojden A till hdjden 0 att ha farten v = /2gh

nir den kommer ner; fas ur mgh = mv?/2.)

b) Antag att en cylindrisk tunna har tvérsnittsarean A =
1 m?, har ett hal i botten med tvirsnittsarean lem?, och dr
fylld med vatten upp till hojden 1 meter (métt fran tunnans
botten). Hur lang tid tar det innan allt vatten i tunnan har
runnit ut?

9. Betrakta den icke-linjara differentialekvationen
2" (t) +2'(t) + z(t) + (z(t))* = 0.

Vi ser att den konstanta losningen x(t) = 0 uppfyller begynnel-
sevillkoret z(0) = 0,2/(0) = 0. Vad hénder med en 16sning x(t)
da t — oo om |z(0)] och |2/(0)| &r valdigt nédra 07

Lycka till!



