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1. EGENSKAPER HOS IDEAL

For en mangd4 i en ring R kan vi bilda det minsta idedl4) som innehallerA och vi kan
bilda
RAR = {ria181 + - -+ + rm@msml|ri, $i € R,a; € A}
som ar ett ideal som innehaller. Precis som for delgrupper far vi dtl) = RAR. Vi kan gora
liknande for vanster- och hogerideal.
Ett ideal som kan skriva&iy, as, . . ., a,,) kallasandligt genererabch om det racker med en
enda generator ar det g@ttincipalideal

Definition 1.1 (maximalideal). Ett idealm € R ar ettmaximalidealom det inte ar innehallet i
nagot annat akta ideal.

Med hjalp av Zorns lemma kan man visa att varje ideal artiatiet i ett maximalideal om det
finns en etta i ringen. DA ar ett ideal akta om och endastetrnte innehaller ettan.

Zorns lemma sager att en partiellt ordnad mangd dar vatgordnad delmangdkédjg har
en Ovre grans har ett maximalt element. Vi anvander Zlemsna pa mangden av akta ideal som
innehaller det givna idealet och visar att varje kedja aald denna mangd har en 6vre grans
som ges av unionen av idealen.

Definition 1.2 (primideal). Ett akta idealP i en kommutativ ringR ar ettprimidealom
abe P <= a € Pellerb € P.

Sats 1.1.1 en kommutativ ringR &r I ett primideal om och endast o/ P &r ett integritets-
omrade.

Bevis.Viseratt(a+1)(b+1) = I ar detsamma som atb € 7, och darmed &fa+1)(b+1) =0
i R/I detsamma som aib € I. O

Sats 1.2.1 en kommutativ ring? med ettaér I ett maximalideal om och endast aRy 7 &r en
kropp.

Bevis.Oma € R inte ar inverterbar modulé sa kan vi bilda(a) + I som ar ett akta ideal som
innehaller/. Om I ar maximalt maste varje ¢ I vara inverterbart modulé eftersom(a) + I

inte kan vara akta. O
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2. FRAKTIONSRINGAR

Om R ar en kommutativ ring oclb ar en icke-tom delmangd av icke-nolldelarn& isom
inte innehalle och ar sluten under multiplikation kan vi bilda en fraktsoimg D~ R som har
foljande egenskaper:

i) D~1R ar en kommutativ ring med etta.
i1) Det finns en injektiv homomorfkR — D~'R och varje element D avbildas pa ett
inverterbart elementD ' R.
iit) D~'R ar minimal i den meningen att det for varje annan rf\gned ovanstaende tva
egenskaper finns en injektiv homomaifi' R — S genom vilkenk — S faktoriser-
ar.

Vi kan konstrueraD—! R som mangden av ekvivalensklasserfax D under ekvivalensrela-
tionen

(a,c) ~ (b,d) < ad = bc.

Vi skriver [a, ¢] for ekvivalensklassen som innehaller, ¢) och definierar addition och multip-
likation genom

[a,c] + [b,d] = [ad + be,cd]  och [a,c] - [b,d] = [ab, cd].
Vi behover konstatera att dessa operationer ar valdefiee dvs att
(a,c) ~ (', ), (byd)~ (V,d)= (ad+be,cd) ~ (d'd + Ve, dd), (ab,ed) ~ (a'V,dd)
Detta kan vi se genom att
(a'd +b')ed — (ad + be)d'd = (d'c — ad')dd + (V'd — bd')ed =0
och
abdd — a'Ved = (ad — d'e)bd’ + (bd' — V'd)a'c = 0.

Vidare behover vi se att operationerna uppfyller ringenaém, att multiplikationen ar kommutativ
och att det finns en etta. Allt detta foljer fran egenskapéros operationerna fga

Den injektiva homomorfilR — D~!'R ges ava — [ab, b] for nagotb i D och ettan ges av
klasserb, b] for nagotb € D.

Om vi nu har en annan rin§f med de tva oversta egenskaperna kan vi fa en injektiv moonf

D'R— DS =S

genom att skickda, d] till ¢(a)p(d)~!, dar¢ : R — S ar den injektiva homomorfin som
ges avi). Detta ar en valdefinierad homomorfi vars karna ges awsklds, d| som uppfyller
é(a)p(d)~' =11 S, men detta innebar att(a) = ¢(d) och eftersomp ar injektiv maste: = d.
Alltsa arfa,d] = [d,d] = 1i D™'R, och homomorfilD'R — S ar injektiv.

3. KINESISKA RESTSATSEN

Fran heltalsaritmetiken kanner vi till kinesiska restea som at%,,, = Z,, x Z,, men det
visar sig att detta ar ett specialfall av nagot mycket negragellt.
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Sats 3.1(Kinesiska restsatsenPm R ar en kommutativ ring med etta odh, I, ..., I, ar en
uppsattning ideal som uppfyller

I, +1; =R, 1<i<ji<n
sa ar den naturliga homomorfin
®:R— R/} XxR/Is x---x R/I,
surjektivmed &mmal, N lL,N---N1I, = 1151, och darmed
R/]lfgln = R/]l X R/]Q X - X R/In
Bevis. Vi borjar med att konstatera att karnan till homomorfinges = 1,N LN ---N[,. For
att visa att homomorfin ar surjektiv anvander vi&att- I; = R och att vi darfor kan hitta element
x;; € I, som uppfyller
l’ij—i-l'ji:l, 1<i<y<n.
Vi kan nu bilda elementen
yZ:H.CL']Z:H(l—[EU)El—l—IZ, 1=1,2,... n.
i J#i
Pa grund av konstruktionen ligggr € [, for allaj # i och darfor har vi att
P(aryr + agys + -+ apyn) = (a1 + L, a2 + Lo, an + 1)
och® ar surjektiv.

Det aterstar attvisaatt N I, N ---N I, = I 1, - - - I,,. Vi kan anvanda induktion dver och
basfalletn = 1 ar trivialt. Vi kan darforantaatf = I,NIsN---N 1, = I,I5---1,. Vidare har
vi att

L+J=R
eftersoml = (z12 + 21)(213 + @31) - - (T1, + 1) € 1 + J. Vi kan nu ta ett element i
L NnNLLNn---NnI,=1;N.Joch far att

a=ar + ay
darx € Iy ochy € J = I113--- 1, vilket visar atta € I,J = I I, ---I,,. O

Exempel 3.1.0m f(z) = g(z)h(z) i polynomringenR|[z] ochg(z) ochh(x) &r relativt prima
far vi att
Rz]/f(x) = R[z]/(g(x)) x R[z]/(h(z)).
For gruppringemR Z, har vi till exempel att
RZ, = R[z]/(2* — 1) Z R[z]/(z — 1) x R[z]/(z +1) =R x R.
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