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Vi ska se pa nagra egenskaper som dr gemensamma mellan heltalen, Z, och polynomringen i
en variabel 6ver en kropp, k[x]. Bland annat har vi i bada fallen unik faktorisering och Euklides
algoritm for att hitta storsta gemensamma delare mellan element.'

1. EUKLIDISKA OMRADEN

Definition 1.1 (Euklidiskt omrade). Ett Euklidiskt omrdde ir ett integritetsomrade R dir det
finns en norm

N:R— N
sa att det for alla a, b1 R med b # 0 finns en kvot k£ och en rest » med
a=>bk+r
ddar N(r) < N(b) eller r = 0.

Anledningen till att det kallas for ett Euklidiskt omrade dr att vi da kan anvidnda Euklides
algoritm for att finna den storsta gemensamma delaren mellan tva element i ringen.

Definition 1.2 (Euklides algoritm). Euklides algoritm tar tva element a, b i ringen och definierar
en foljd rg, r1, 7o . .., rekursivt genom ry = a, r; = b och

Tk = KktoTk1 + Theo
dir kg2 och ri o dr kvot och rest vid division av r; med 7y 1.

Eftersom normen ir strikt avtagande maste resten till slut bli noll och den sista nollskillda
resten dr den storsta gemensamma delaren mellan a och b. Dessutom kan vi ga baklidnges i
algoritmen och utttrycka denna sista nollskilda rest som

rn = Aa + b
ddr A och p dr element i ringen.

Sats 1.1. Varje ideal i ett Euklidiskt omrdde dr principalt.

1thlrelﬁsningen behandlar avsnitt 8.1-8.3 i Abstract Algebra [1].
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Bevis. Vi kan vilja d 1 I som det element som har minst norm och enligt divisionsalgoritmen
maste varje annat element a i I vara delbart med d, eftersom vi annars resten vid division med d
skulle vara ett element i / med ldgre norm 4n d. 0J

Definition 1.3 (Storsta gemensamma delare). Om a och b ér tva element i en kommutativ ring
ar den storsta gemensamma delaren, d, mellan a och b, ett element som delar bade a och b och
som dessutom delas av alla andra gemensamma delare mellan a och b. Vi skriver d = sgd(a, b).

2. PRINCIPALIDEALOMRADEN

Sats 2.1. [ ett principalidealomrdde R kan vi finna den storsta gemensamma delaren mellan tva
element a och b som generatorn till (a,b). Denna dr unikt bestimd upp till multiplikation med
inverterbara element i R.

Bevis. Om (a, b) = (d) har vi att d delar a och b, och om nagot annat element d delar bade a och
b har vi att (d) = (a,b) C (d’') och ddrmed delar d’ ocksé d. Tva olika generatorer till (d) skiljer
bara med multiplikation med en enhet eftersom (d) = (d’) innebir att d = kd' och ¢d = d', vilket
ger 0 = (1 — (k)d’ och k ér inverterbart. O

Sats 2.2. [ ett principalidealomrade dr varje nollskilt primideal ett maximalideal.

Bevis. Tag ett nollskilt primideal P = (a) och ett maximalideal m = (b) som innehaller P. Vi
har dé att (a) C (b), dvs att a = kb, for ndgot k i R. Eftersom kb tillhor P som ir ett primideal,
maste k € Pellerb € P.Om k € P har vi att k£ = af for nagot /i R, vilket ger

a=alb<= a(l —¢b)=0

vilket ger att b ér inverterbart vilket motsiger att m = (b) var ett maximalideal. Alltsd méste b
liggai P och P = m ir ett maximalideal. U

Vi far som en foljd av detta att R[z| &r ett principalidealomrade om och endast om R dr en
kropp, eftersom () alltid 4r ett primideal, men bara ett maximalideal om R dr en kropp.

3. OMRADEN MED UNIK FAKTORISERING

Definition 3.1 (Unik faktorisering, irreducibla element). Ett integritetsomrade R har unik
faktorisering om varje element kan skrivas som en produkt av irreducibla element pa ett sétt som
ar unikt upp till permutation av faktorerna och multiplikation med inverterbara element.

Ett irreducibelt element ar ett nollskilt element som inte kan skrivas som en produkt av tva
andra element utan att nagot av dem &r inverterbart.

Sats 3.1. Om R dr ett principalidealomrade dr ett nollskilt element a irreducibelt om och endast
om (a) dr ett primideal.

Bevis. Antag att a ir irreducibelt. Da ér (a) ett nollskilt ideal och ddrmed innehallet i ett maxi-
malideal m = (b). Alltsa kan vi skriva @ = kb for ndgot k, men eftersom a ér irreducibelt och b
inte dr inverterbart sd maste k vara inverterbart och (a) = (b) = m, som ir ett primideal.

Om (a) &r ett primideal och @ = bc maste vi ha b € (a) eller ¢ € (a). Om b = ka far vi
a = kac, vilket dr detsamma som a(1 — kc¢) = 1, och ¢ &r inverterbart. P4 samma sitt far vi att b
dr inverterbart om ¢ € (a). O
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Sats 3.2. Ett principalidealomrdde har unik faktorisering.

Bevis. Ett element dr antingen irreducibelt, eller kan skrivas som en produkt av tva faktorer. Vi
kan dé fortsitta och se om dessa faktorer &r irreducibla eller inte. Om « inte kan skrivas som en
produkt av irreducibla element far vi en oéndlig sekvens av ideal
(a) € (a1) € (az) € (as) -

genom att vi viljer a1 som den faktor av a; som inte gar tt skriva som en produkt av irreducibla
element. Genom att ta unionen av denna kedja av ideal far vi ett ideal (b) och vi maste da ha
att b € (ay) for nagot heltal k. Dirmed maste (b) C (ay), men ocksd (ax) C (b), vilket ger
(b) = (ag) = (agy1) = - - -, vilket motséger att ay = by 1a,,1, dir by inte &r inverterbar.

Alltsa kan varje element i R skrivas som en produkt av irreducibla element och det aterstar att
visa att denna representation dr unik upp till permutation av faktorerna och multiplikation med
inverterbara element.

Om det finns element som inte har en sddan unik representation kan vi utga fran att

a1a2...am:b1b2...bn

dir inget av aq,as, ..., a,, delar nagot av by, bs, ..., b,, eftersom vi kan dela bada sidor med
eventuella gemensamma faktorer. Eftersom (a, ) dr ett primideal méste nagon av faktorerna ligga
i (a1), vilket ger en motségelse eftersom vi antagit att inte a; delar nagot av by, bs, . . ., by,. O

4. GAUSSISKA HELTAL

I ringen Z[i] = {a + bila,b € Z} finns en norm N(a + ib) = a® + b? som gor ringen till
ett Euklidiskt omrade. Alltsd har vi unik faktorisering och vi kan fraga oss vilka element som &r
irreducibla.

Till att borja med ser vi att a+ bi ér irreducibelt om N (a+bi) = a®+b? dr ett primtal, eftersom
normen dr multiplikativ. Om vi har ett irreducibelt element a +ib ddr N (a+ bi) inte dr ett primtal
kan vi se pa de reella elementen i idealet som genereras av a + bi. Dessa bildar da ett primideal
(p) och det betyder att p € (a + ib). Om vi nu skriver p = (a + bi)(c + id) far vi att

p* = (a* + b)) (* + d?)
och eftersom p r ett primtal méste nu a® + b? = p, eftersom vi annars har att a + ib eller ¢ + di
ar en enhet.

Alltsa ges de irreducibla elementen i Z][i] av de reella primtal som inte kan faktoriseras i Z[i|
och de a + bi som uppfyller a* + b* = p, for nagot reellt primtal p.

Sats 4.1. Ett primtal p # 2 kan skrivas som a* + b2 for heltal a och b om och endast om
p=1 (mod 4).

Bevis. Antag att p #r ett udda primtal. Se forst pa nir vi kan 16sa ekvationen 22 + 1 = 0 dver
Z,. Detta kan vi gora precis nir det finns ett element av ordning fyra i Z;, dvs precis om p — 1
dr delbart med fyra. Om a? + b = p far vi en 16sning till 2 + 1 = 0 i Z, genom att dela
restklassen till @ med restklassen till b. Om vi har en 16sning ddr p delar 22 +1 = (z +14)(z — i) i
Z[i] sa kan inte p vara irreducibelt, eftersom det da skulle ha delat en av faktorerna. Alltsa maste
p = (a+ib)(a —ib) = a® + b*. O
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