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1. POLYNOMRINGAR

Vi har redan tidigare definierat polynomring&x] for en godtycklig ringR . | sjalva verket
kan vi gora det pa manga olika satt och ett annat sagdatt det ar att se det som en delring i
gruppringenRkZ. Nar vi gar vidare och ska se pa polynomringar i flera \@eafinns annu fler
mojligheter!

Definition 1.1 (Polynomring i n variabler). Polynomringen . variablerzy, z, ..., z, OverR
kan definieras som
Rlxy, x9, ..., x,] = S[a,)
darS = R[zy, s, . ..,x,_1] @ polynomringen v — 1 variabler overR.
Definition 1.2. Polynomringen in variablerz,, z, ..., z, Over R kan ocksa definieras som

delringen av gruppringeRZ" som genereras ak och den fria generatorerna tilt.".

Vi kan ocksa ga vagen over icke-kommutativa polynom definiera den icke-kommutativa
polynomringen som en delring av gruppringen o&eior den fria gruppen pa symboler. Vi far

da en icke-kommutativ polynomring{x, z», . . ., z,,) och kan se den kommutativa polynom-
ringenR|xy, zo, . .., x,] patva olika satt:
(1) R[zy, o, .., x,] & de symmetriska polynome®ixy, zs, . . ., z,), dvs de polynom som
fixeras under verkan av den symmetriska grupfgpa polynom av grad.
(2) R[z1,xo,...,,) &r kvoten avR(x1, x, .. ., z,) Mmed idealet som genereras @y,z; —
IBJIBZ‘Z < j}-
| varje fall kan vi se att varje polynomR|[zy, zo, . . ., x,] kan skrivas som en andlig summa av
monomax’zk? - - - in,
For att se att polynomringeR|x1, z», . . ., ,,] har unik faktorisering ar det praktiskt att anvanda

sig av den induktiva definitionen och visa foljande sats:
Sats 1.1.R[z] ar ett omiade med unik faktorisering om och endast Bréar det.
For att kunna bevisa det anvander vi Gauss lemma.

IForelasningen behandlar avsnitt 9.1-9.3 i Abstract Bigd1].
1



2 SF2703 ALGEBRA GRUNDKURS ANTECKNINGAR 2009-02-27

Sats 1.2(Gauss lemma).Om R ar ett omade med unik faktorisering odhar dess fraktions-
kropp s ar ett polynomf () reducibelt i R[z] om och endast om dét reducibelt ik|z].

Bevis. Om polynomet ar reducibelt®?|x] ar det uppenbart reducibelt ieftersomR ar en delring
i k. Om vi har en faktorisering(z) = g(x)h(x) i k[z] kan vi multiplicera detta med produkten
av alla namnare for att fa en ekvation

af(x) =bG(z)H (z)

darG(z) och H(X) ar polynom iR(X') som ar multiplery(z) ochh(xz) med element R och
dara ochb ar element iR.

Oma har en irreducibel faktop kan vi se pa ekvationen i kvotringe®/ (p)[x] dar den sager
att

0=0b-G(x)- H(x).

EftersomR/(p) ar ett integritetsomrade & /(p)[z] ocksa det och vi far att nagon av faktorerna
maste vara noll, dvg delar antingerb, G(z) eller H(z). Vi kan darfor dela hela ekvationen
af(x) = bG(x)H (x) med irreducibla faktorer til tills vi har f(z) = 0’'G’(x) H'(x) och f(z) &ar
reducibelt iR[z]. O

Bevis av Sats 1.10m R[z] ar ett omrade med unik faktorisering har vi unik faktorisg av alla
konstanta polynom, vilket betyder a@thar unik faktorisering.

Antag darfor attR ar ett omrade med unik faktorisering och med fraktionpkré. Vi kan
skriva varje polynomy(x) i R[z] som ett element i R ganger ett polynorg(z) i R[x] dar det
inte finns nagon gemensam faktor mellan alla koefficiefitiersomR har unik faktorisering
kan vi skrivaa som en produkt av irreducibla elemenki Det aterstar att visa att(x) kan
skrivas som en produkt av irreducibla polynom.

Eftersomg(z) ocksa ligger i[x] som ar ett omrade med unik faktorisering/dar en kropp,
kan vi faktoriseray(x) som en produkt av irreducibla polynontfir]. Enligt Gauss lemma far vi
nu att varje sadan faktorisering leder till en faktorisgravg(z) i R[z]. Det kan inte finnas nagon
gemensam delare mellan alla koefficienter i nagon av fakbar, eftersom detta skulle leda till
en gemensam faktor mellan koefficienternds). Alltsa ar faktorerna ocksa irreducibldgz].

Att bevisa att faktoriseringen ar unik foljer precis samitie som beviset att faktoriseringen i
ett principalidealomrade ar unik. O

Exempel 1.1(Uppgift 9.2.7) Bestam alla ideal i ringe® = Z[z|/(2, 2> + 1). Vi kan borja
med att konstatera aftx|/(2, z® + 1) = Zy[z]/(x3 + 1) och sedan kan vi faktoriser& + 1 =
(z + 1)(z* + = + 1) i irreducibla faktorer iZ,[z]. Eftersom faktorerna ar relativt prima kan vi
anvanda kinesiska restsatsen for att se att

Zolx)/(2® 4+ 1) = Zylx]/(x + 1) X Zo[z]/(2* + 2 + 1)

Dessa bada faktorer ar kroppar eftersom1 ochz? + 2 + 1 ar irreducibla polynomZ,[z]. Det
betyder att det i vardera faktor bara finns tva idé@l,och (1) och vi far sammantaget fyra ideal

((0,0)),  ((1,0)),  ((0,1)) och ((1,1))

vilket i den ursprungliga ringen svarar mot idealen
(0), (2 + 2+ 1), (x+1) och (1).
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