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Vi avslutar kursen med att se vidare pa polynomringar i énftera variabler:

1. EISENSTEINS IRREDUCIBILITETSKRITERIUM

Sats 1.1(Eisensteins kriterium). Om ett moniskt polynorf(z) med koefficienter i ett integritet-
somi@de har alladvriga koefficienter i ett primideaP sa ar f(z) irreducibelt om inte konstant-
termen ligger iP2.

Bevis. Antag att det finns en faktoriserinz) = g(x)h(z) och reducera denna ekvation modulo

P.Vifardaattf(z) = 2™ = g(x)-h(x) i (R/P)[x] som ar ett integritetsomrade, men det betyder

att konstanttermerna i badgz) och i(z) ar noll, vilket visar att konstanttermenfixz) maste
liggai P2 O

2. POLYNOMRINGAR OVER KROPPAR

Sats 2.1.0m vi kan faktorisera ett moniskt polynoffiz) = fi(x)™ fa(x)™* - - fr(x)™ dar
fi(x), fo(z), ..., fe(x) &r relativt prima s ar

kla]/(f(2)) = Klz]/(fi(2)™) x Klx]/(f2(x)™) > -+ x k2] /(fiu(2)™).
Bevis. Detta ar en direkt foljd av den kinesiska restsatsentsdta idealen f; (z)™ ) och( f;(x)™)
ar komaximala for # j. O

Sats 2.2(Faktorsatsen). Omay, as, . . . , a,, &r distinkta tter till polynometf (x) i k[z]| &r f(x)
delbart medz — a;)(z — ag) - - (z — an).

Bevis. Vi far att x — a; ar en faktor if (x) eftersomf(z) ligger i karnan till avbildninget[z] —
k[z]/(x — a;). Eftersom rotterna ar distinkta ar faktorerna relgpiitna och da maste produkten
delaf(z) i och med att:[x] har unik faktorisering. O

Sats 2.3.Varje andlig delgrupp till den multiplikativa gruppen i en kro@p cyklisk.

Bevis. Antalet element som uppfyller” = 1 ar enligt faktorsatsen hogstfor varje heltaln.
En cyklisk grupp har precis element som uppfyllec™ = 1 for varje n som delar gruppens
ordning. Om gruppen inte ar cyklisk kommer det att finnasi@dnga element av nagon ordning,
eftersom det totala antalet element fortfarande skall Maaisstort. O

!Forelasningen behandlar avsnitt 9.4-9.6 i Abstract Bigg1].
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3. POLYNOMRINGAR | FLERA VARIABLER OCH GROBNERBASER

Definition 3.1 (Noethersk ring). En kommutativ ring med etta doetherskom varje ideal ar
andligt genererade.

Sats 3.1(Hilberts bassats). Om R ar noethersk & ar R[x] noethersk.

Vi hoppar Over beviset av denna sats, men konstaterar bl att polynomringar dver en
kropp ar noetherska.

Sats 3.2.0mk ar en kroppar k[xy, za, . . ., x,] noethersk.

Bevis. Vi vet redan attc ar noehtersk eftersom den bara har idedl®roch (1). Genom induk-
tion overn far vi darmed attc[z,, 1o, ..., z,] = k[z1, 29, ..., 2, 1][x,] &r Nnoethersk eftersom
k[‘fl,l’g,...,In_l] ar det. O

For att kunna gora berakningar i polynomringar behoviekunna gora prioriteringar och
darfor infor man monomordningar. Ett monom ar ett polynmed bara en term, men oftast
menar vi egentligen monom med koefficiantvsziizi? - - - xin.

n

Definition 3.2 (Monomordning). En valordning av.  monomen ar enonomordningom den
respekterar multiplikationen av monom, dvs

m <m”" = mm' <mm”.
Givet en monomordning kan vi se pa ledande termer i polynom.

Definition 3.3 (Initialideal, Gr dbnerbas). For ett polynony (z) i k[z1, zo, . . ., x,] & den ledande
termenLT(f) det monom som har storst ordning bland monomégi). For ett ideall ar det
initialidealet, in/, det ideal som genereras av de ledande termerna for aequoli /. En
Grobnerbasfor I ar en uppsattning generatorer sadana att deras ledardertgenererar ini-
tialidealet.

Exempel 3.1.For tva variabler finns i stort sett bara en monomordnirtgden genereras av att
x < yellery < . Om vivaljery < z far vi att

yn <xyn—1 < I_2yn—2 < e <xn

Oom/[ = (z'—2?y? 23 —y?) far vi attinitialidealet genereras &v?, z*y?, xy*) och en Grobnerbas
for I ges av

{2° —y*, 2% — 2y’ 2y’ =y},
Vi far 22y? — xy? nar vi eliminerar den ledande termen‘i — 2252 med hjalp aw? — 3:

3 y3) — 298 — 22y? = —a%® + 2.

rt — 2%y — x(z
Vi kan sedan ga vidare och eliminera den ledande termép? — x>, men vi maste da forst
multiplicera medr och far da
x(z?y? — xy?)
Har ser vi alltsa att det kan behovas fler polynom for atteyera initialidealtet an for att generera
idealet sjalv och darmed ar inte en Grobnerbas i allmefien minimal uppsattning generatorer
for idealet.
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