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Uppgift.
a) Definiera vad som menas med karnan av en homomorfi. (1)
b) Visa att produkter? K av tva delgrupper i en grup@ ar en delgrupp om en av dem ar
normal. (1)

c) En gruppG verkar pa mandgen av delmangdefiigenom konjugering, dvg.A =
{gag~'la € A}. Visa att normalisatorn forl i G ar samma sak som stabilisatorn for
A under denna gruppverkan. (1)

d) LatG = D,, vara dihedrala gruppen och &t = {1,r,72 ... r" '} C D,,. Visa atti
ar en normal delgrupp och bestam kvoténH . (2)

e) Visa att den generella linjara grupp@ix(R) verkar pa mangden av reeBlax 2-matriser
genom multiplikation till vanster. Bestam banorna undenna verkan. (2)

f) Symmetrigruppen(, for en kub verkar pa mangdet av axlar genom motstaende sidor
pa kuben. Bestam bilden och karnan av den homomorfi

d:G — Sg
som detta motsvarar. (2)
L 6sningsbrslag.

a). Karnan till en grupphomomorfp : G — H bestar av alla elementd som gar pa identi-
tetselementet i, dvs
ker ® = {g € G|®(g9) =en}.
b). Om H ar normal har vi attik = kH for alla element: i K. Om hyk, och hyk, ar tva
element iH K kan vi se att
hiki(hoks)™' = hikiky thy' = hohkikyt € HK
darh = kik; 'hy 'kok; ! ar ndgot element i eftersomA ar normal. Alltsd ar K en delgrupp
i G.
Om istalletK ar normal far vi
hlkl(hgkg)il - hlklkglhgl - hlhglk € HK

dark = hokik; 'hy ' ar ndgot elementi eftersomi ar normal.
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c). For varje elemeng i G och varje delmangdl C G har vi att
gAg~ = {gag~'la € A} C G.
Om X = 2¢ betecknar mangden av delmangdercafar vi en verkan

Gx X — X
(9,4 — gA=gAg!

som uppfyller
i) e.A=cAe! = A,
it) g.(h.A) = g(hAR=")g~" = (gh)A(gh)~".
Alltsa ar det en gruppverkan. Stabilisatorn for en viskthingd4 € X ges av
Ga={g€GlgA=A}={geGlgAg™" = A}
vilket per definition ar normalisatoriVs (A).

d). H bestar av alla rotationerld,, och D,, ar andlig racker det att konstatera Attar sluten
under sammansattning for att se Attar en delgrupp. Vi har att'r’ = 7 som ar en rotation
och darmed ligger H.

Speglingarna iD,,, kan skrivas soms; = s, fori = 0,1,2,...,n — 1. For varje rotation’
har vi att
-1 g — gop~I =y

sl (s;) 7t = srird (sr') ! = sr

och
rird (r) Tt = plpdy Tt = T = gl
Alltsa galler att
grigte{rir 7}y CH

for varje element’ i H och varje elemenji D,,, och darmed af en normal delgrupp aws,,.

For att bestamma kvoten d,,, med H racker det att konstatera aft | bestar av halften av
elementen iD,,,. Darmed ar ordnignen av kvoten tva obh, /H = Cy, = {£1}. Homomorfin
fran D,,, till kvoten ges av att rotationerna gar pa och speglingarna pal. Om vi representerar
Dy, med matriser motsvarar detta homomorfin{it1} som ges av determinanten.

e). LatG = GI3(R) och latX = {reella3 x 2 — matriset. Definiera verkan a@ pa X genom
A.B = AB, for A € GochB € X. Vibehover se att det ar en gruppverkan, dvs att

i) I.B=1B

i) A.(A".B) = A(A’B) = AA'B = (AA")B
eftersom/; ar ett neutralt element for matrismultiplikationen soassutom ar associativ.

Vi ska nu bestamma banorn&i under denna gruppverkan. Eftersoime G alltid ar inver-

terbar har vi att rangen a¥B ar lika med rangen for. Varje matris iX av rang tva kan fas pa
formen

o O =
O = O
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genom Gauss-Jordan-elimination, dvs genom multipliketied en inverterbar matris till vanster.
Matriser av rang ett kan pa samma satt reduceras till

1 a 0 1
0 0 eller 00
00 00

Endast nollmatrisen har rang noll. Det betyder att vi haramelix for varje sadan normalform.
Observera att det finns oandligt manga banor svarandeenatmdra normalformen, en for varje
reellt tala.

f). Vi ser pa kuben som en tarning och betecknar axlarna geimoms ettan, tvaan och trean
medl1, 2, respektives.

Homomorfin® ar surjektiv eftersom alla tre transpositiorie2), (23) och(13) ligger i bilden,
vilket vi ser genom att rotera kubeX)° kring nagon av de tre axlarna. Bilden ar en delgrupp
som innehaller generatorerna tfl}, vilket innebar att bilden maste vara hela Enligt forsta
isomorfisatsen maste nu karnan ha ordningean
621,
im®| 6
Om vi roterar kubenl80° kring nagon av axlarna gar de Ovriga tva axlarna tildagdé sig
sjalva. Det finns tre saddana rotationer,r,, 73, som ligger i karnan, som darmed maste besta
av{Id,ry,ry,rs}. Eftersom alla de tre rotationerna har ordning tva ar gempisomorf med’; -
Kleins fyrgrupp.

| ker | =

Svar:
a) ker® = {g € G|®(g) = en}.
d) Kvoten ar{£1} = Z,, dvs gruppen med tva element.
e) Banorna ges av matriser med olika normalformerna

10 1 a 01 0 0
0 1], 0 0], 0 0 och 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

f) im® = S5 ochker ® = {[d, 7’1,7“2,7"3} = Vy.

Bedomningskriterier.

a) Helt korrekt definition av karnan tifp, 1 poang.
b) Korrekt bevis for att produkten ar en delgrupp éfreller K ar normal,1 poang.
c) Korrekt bevis for att stabilisatorn ar lika med nornsatiorn,1 poang.
d) — Korrekt bevis forH ar en normal delgrupd, poang.
— Korrekt beraknad kvotl poang.
e) — Korrekt bevis av att det ar en gruppverkdamoang.
— Korrekt motiverade banotf, poang.
f) — Korrekt bestamning av bilden tifb, 1 poang.
— Korrekt bestamning av karnan til, 1 poang.



