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Uppgift.
a) Formulera struktursatsen for andliga abelska grupper (1)
b) Skrivden multiplikativa gruppen,, som en produkt av cykliska grupper. (2)
c) Visa att centrets indeX@ : Z(G)|, ger en dvre grans for antalet element i en konjugat-
klass i en andlig gruppr. (2)
d) Avgor omS, har nagon delgrupp som ar isomorf med den direkta produkie< Z,. (2)
e) Bestam kommutatordelgruppé@, G|, daG = S;. (2)

L 6sningsbrslag.

a). En andlig abelsk grupg kan skrivas som en direkt produkt av icke-triviala cykligkapper
AZZpy X Dy X o X L,

darn;,, delarn;, for: = 1,2,...,r — 1. Sattet att gora det ar unikt.

b). Den multiplikativa gruppent, i Z,, bestar av alla restklassgi] darn inte ar delbart med
vare sig tva eller tre. Det finng klasser dam inte ar delbart med tva och tva tredjedelar av
dessa ar inte heller delbara med tre. Alltsa har vi@it= 8. Vi ser nu pa hur manga av dessa
element som uppfyller® = 1. G = {[1], [5], [7], [11], [13], [17], [19], [23]}. Det visar sig att

(£1) = (£5)2 = (£7)? = (£11)’ =1 (mod 24)

vilket sager atiG' ar en elementar abelsk grupp av ordnihg= 23 och darmed isomorf med
ZQXZQXZQZZS.

For att vara mer precis skulle vi kunna skriva upp en ugpsig delgrupper vars produkt ar
hela gruppen. Det kan ges av exempelvis

G = ([3) x ([7]) > ([13])

eftersom[7] inte ligger i delgrupperi[5]) och|[13] inte ligger i delgrupperi[5]) x ([7]).
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c). Vihar att antalet element i en konjugatklass ar lika medlabelement i en bana nar gruppen
verkar pa sig sjalv med konjugering. Det innebar att lehlement ar lika med

|G|
Ca(9)
Eftersom centretZ (G), ligger i centralisatorn for varje elemente G far vi att
Gl _ 16|
Celg) — Z(G)
vilket visar att|G : Z(G)| begransar antalet element i konjugatklasserdtillppat.

=G 2(G)],

d). Om vi ska finna en delgrupfl i S, som ar isomorf med, x Z, maste vi ocksa finna tva
cykliska delgrupper av ordning respektivet, som kommuterar med varandra. Det finns upp till
isomorfi bara en cyklisk delgrupp av ordnisgnamligen((1234)), sa vi kan anta att den ena ar
denna. generatorn for den andra faktorn maste nu komenmted(1234).

Det finns6 = 3! permutationer av ordning fyra och eftersom detta utgojukgatklassen till
(1234) far vi 24/6 = 4 permutationer som kommuterar mét234), men detta ar precis den
delgrupp som genereras &i234), och det finns darmed inget element av ordning tva utanfor
denna som kommuterar mét34). Alltsa finns ingen delgrupp som ar isomorf még x Z,.

e). Vi har en homomofi franS; till den abelska gruppet, = {+1} som ges av tecknet for
permutationerna. Alltsa maste kommutatordelgruppggdii karnan for denna homomorfi, dvs
|G, G| C As. Vivet attS; genereras av transpositionema= (12), ss = (23), s3 = (34) och
s, = (45). Vi kan med hjalp av dessa bilda tre icke-triviala kommatet

[(12),(23)] = (12)(23)(12)(23) = (132) = (23)(12) = s951

[(23),(34)] = (23)(34)(23)(34) = (243) = (34)(23) = s352

[(34), (45)] = (34)(45)(34)(45) = (354) = (45)(34) = sas3
Vi kan nu bilda alla produkter av tva av generatorerna méatphgv dessa, och darmed genererar
kommutatorerna held;. Exempelvis har vi att

183 = (8152)(5283) = (s251) " (s352) "
och
5154 = (5152)(5253)(8354) = (s251) ' (s352) ' (s453) "
Vi skulle ocksa ha kunnat argumenteragtar en enkel grupp och darmed inte innehaller nagra
icke-triviala normala delgrupper. Eftersom kommutatégdgopen ar en icke-trivial normal del-
grupp maste den vara hel.



Bedomningskriterier.

a) Korrekt formulering av struktursatsen for andligalaka grupper, 1 poang

b) — Korrekt beskrivning av den multiplikativa gruppen med giital element1 poang
— Korrekt motiverad uppdelning av gruppen som en produkt &iska grupper, ex-
empelvis genom hanvisning till att det ar en elementélsbgrupp av ordning

8 =23, 1 poang

c) — Korrekt beskrivning av konjugatklassernas storlek medphgv centralisatorerna,
1G|/|Ca(9)], 1 poang
— Korrekt motiverad olikhet,G|/|Cx(9)| < |G : Z(G), 1 poang

d) - Korrekt krav pa att det ska finnas element av ordning tvafgechsom kommuterar
med varandra, 1 poang

— Korrekt motivering till att det enda elementet av ordning kommuterar med ett
element av ordning fyra ar kvadraten av detta, 1 poang
e) - Korrekt motivering att kommutatordelgruppen maste ligga, 1 poang

— Korrekt motivering till att kommutatordelgruppen ar helg, 1 poang



