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Uppgift.
a) Definiera vad som menas med atér ett ideal i en ringk som inte nodvandigtvis ar

kommutativ. (1)
b) Lat® : R — S vara en ringhomomorfi, Iaf vara ett ideal iS och lat

I=31(J)={a€ R|®(a) € J}.

Visa att/ ar ett ideal iR. (2)
c) Visa att homomorfird i uppgift b) inducerar en injektiv homomorfi

U:R/I— S/J.

(2)

d) Visa att en oandlig kedja av ideBl C I, C I3 C I, C --- i ett principalidealomradé
maste stabiliseras, dvs uppfyllér= I, alla tillrackligt stora heltak. (Ledning: Visa
forst att unionen ar ett ideal.) (2)

e) Ge ett exempel pa en ring pa formep]/( f(z)) som inte ar isomorf med en produkt av
kroppar. (2)

L dsningsbrslag.

a). Ettideal/ i en ring R ar en delmangd som uppfyller

i) I C R ar en delgrupp under addition, och
it) al C I ochla CIforallaa € R.

Vi kan ocksa saga aftar en delring som uppfylleii).
b). Vi behover kontrollera atf uppfyller kraven i uppgift a).
i) Vitartva element ochbi I och ser omu — b ligger i 1. Vi far att
O(a —b) = P(a) — P(b) € J,

eftersom®(a) och®(b) liggeri.J som ar ett ideal b.
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ii) Vi ser sedan pa € R ochb € I. D& har vi att
®(ab) = P(a)®(b) € J

och
P(ba) = ®(b)®(a) € J,
eftersomd(b) € J ochJ ar ett ideal iS.

c). Vi definierar homomorfinl : R/I — R/.J genom
V(a+1)=®(a)+J

for a € I. Detta ar valdefinierat eftersom— b € I innebar att(a) — ®(b) = ®(a — b) € J.
Vi ska nu visa attl ar injektiv. Vi gor det genom att berakna karnan.

ker U ={a+I|¥(a+1)=0}={a+I|®(a)e J}={a+Ilacl}={0} CR/I
Alltsa ar U injektiv.

d). Vikan bildal = |J;Z, I; som blir ett ideal eftersom, b € I innebar atiw € I, ochb € I,
for nagrai, j. Men d& galler att badé och [; ligger i I, j3- Alltsa ligger skillnader: — b
ocksa i/ max{i,j3 OCh darmed ¥. Oma liggeri I far vi atta € I; for nagot; och darmed kommer
ab € I, for varjeb € R. Alltsa arI ett ideal.

EftersomR ar ett principalidealomrade finns nu ett element R sa att/ = (a). Detta
element ligger i ndgaf; och darmed maste C I;. Eftersom/ = U2, I; harvi ocksa atf; C I.
Alltsad arI; = I och vi maste hd; = I forallaj > 4, eftersom/ = [; C I; C I.

e). Enligtkinesiska restsatsen kan vi faktoris&fa] /( f (x)) som en produkt av ringar av formen
Riz]/(fi(z)) dar f = fi(z)fo(z) - - - fru(x) &r en faktorisering avf (x) i faktorer som ar parvis
relativt prima. KvoterR[z]/(f(x)) ar en kropp om och endast ofifx) ar irreducibel, sa om vi
vill ha en ring som inte ar en produkt av kroppar skulle vi bed upprepade faktorerfi(z). Till
exempel kan vi valj@& = Rz]/(z?).

For att vara saker pa aft inte ar isomorf med en produkt av kroppar pa nagot anaiaksin vi
se attR innehaller ett nollskilt element vars kvadrat ar noll. @nhar en produkt av kroppar ar
alla potenser av nollskilda element nollskilda. Alltsakate R = R[z]/(«?) vara isomorf med
en produkt av kroppar.

Bedomningskriterier.

a) Korrekt definition av idealfl poang.
b) — Korrekt bevis for att/ ar en abelsk delgrupp a¥ under additionl poang.
— Korrekt bevis for atu/ C I ochla C [ for allaa € R, 1 poang.

c) - Korrekt motivering for att man far en inducerad homomdifpoang.
— Korrekt motivering for att homomorfin blir injektivi. poang.
d) — Korrekt motivering for att unione =  J;2, I; ar ett ideal 1 poang.

— Korrekt motivering till att/; = I for i >> 0, 1 poang.
e) - Korrekt exempel pa en ring d&i(x) har en upprepad faktot, poang.
— Korrekt bevis av att ringen inte ar en produkt av kropparttaléall, 1 poang.



