
SF2703 Algebra grundkurs
Lösningsf̈orslag med bed̈omningskriterier till tentamen

Fredagen den 5 juni 2009

(1) a) Definiera vad som menas med en grupphomomorfi. (1)
b) Visa att exponentialfunktionen,exp : C −→ C∗, är en grupphomomorfi, därC

är de komplexa talen under addition ochC∗ är de nollskilda komplexa talen under
multiplikation. Bestäm också kärnan tillexp. (2)

c) Visa att skärningen av normala delgrupper är en normal delgrupp och ge ett exem-
pel som visar att unionen av två normala delgrupper inte behöver vara en normal
delgrupp. (2)

d) Visa att det för två ändliga delgrupperH ochK i en gruppG gäller att

|HK| =
|H| · |K|

|H ∩ K|

genom att betraktaHK som en union av sidoklasser tillK. (2)
e) LåtG vara symmetrigruppen av en tetraeder. Visa attG är isomorf med den alterne-

rande gruppen,A4 = ker(sgn : S4 → {±1}). (2)

a). En grupphomomorfi är en funktion mellan två grupper,Φ : G −→ H, som uppfyller

Φ(g1 ∗G g2) = Φ(g1) ∗H Φ(g2),

för alla g1, g2 i G.

b). Enligt exponentiallagarna gäller att

exp(z1 + z2) = ez1+z2 = ez1ez1 = exp(z1) exp(z2)

för alla z1, z2 i C. Eftersom∗ = + och ∗C∗ = ·, betyder detta precis attexp är en
grupphomomorfiexp : C −→ C∗.

För att beräkna kärnan tillexp behöver vi finna alla elementz ∈ C sådana attexp(z ==
1, eftersom1 är identitetselementet iC∗. Lösningarna tillexp(z) = 1 ges avz = 2πin
därn är ett godtyckligt heltal. Alltså ärker exp = 2πiZ ⊆ C.
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Om vi vill bevisa exponentiallagen kan vi använda definitionen avexp som en analy-
tisk funktion med potensserieutvecklingexp(z) =

∑

∞

i=0 zi/i!. Därmed får vi
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∞
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där vi får ändra summationsordningen eftersom serien är absolutkonvergent.
Vi kan nu också använda detta för att se attexp(x + iy) = exp(x) exp(iy) därx, y är

reella. Vidare kan vi se från potensserien attexp(iy) = cos(y) + i sin(y), och

exp(x + iy) = 1 ⇐⇒







exp(x) = 1
cos(y) = 1
sin(y) = 0

⇐⇒

{

x = 0
y ∈ 2πZ

,

vilket visar attexp(z) = 1 om och endast omz ∈ 2πiZ.

c). Låt {Hi}i∈Ivara en uppsättning normala delgrupper i en gruppG. Vi har då för varje
elementh ∈ H =

⋂

i∈I Hi atth ∈ Hi, för alla i ∈ I. Eftersom allaHi är normala har vi
att

ghg−1 ∈ Hi, ∀i ∈ I

och därmed ärghg−1 ∈
⋂

i∈I Hi = H. Alltså är skärningenH =
⋂

i∈I Hi en normal
delgrupp.

För att se att unionen inte behöver vara en normal delgruppräcker det att se på exem-
pelvis2Z och3Z i Z. Vi har då att2 och3 ligger i unionen, men summan,2 + 3 = 5,
ligger inte i unionen. Alltså är inte unionen2Z ∪ 3Z en delgrupp över huvud taget, och
alltså inte heller en normal delgrupp.

d). Vi låter H ochK vara ändliga delgrupper av en gruppG och ser på sidoklasserna till
K, dvsgK = {gk|k ∈ K} för olika elementg ∈ G. Omg ∈ H har vi attgK ⊆ HK =
{hk|h ∈ H, k ∈ K}. Sidoklasserna är antingen identiska eller disjunkta, eftersomgK =
hK innbär attgh−1 ∈ K och multiplikation medgh−1 till vänster ger en bijektion mellan
hK och gK. Alla element iHK ligger i någon sidoklass tillK, eftersomhk ∈ hK.
Därmed ger sidoklasserna på formenhK, för h ∈ H, en partition avHK i sidoklasser
till K. Vi behöver nu se hur många sidoklasser det är. För att g¨ora det kan vi konstatera att
H verkar på dessa sidoklasser genom multiplikation till vänster. Eftersom denna verkan
är transitiv är antalet sidoklasser som ligger iHK lika med banans storlek. Vi kan räkna
ut banan till sidoklassenK genom att se på stabilisatorn till denna sidoklass. Vi har att
hK = K precis omh ∈ K. Alltså ges stabilisatorn tillK under verkan avH avH ∩ K
och vi får antalet banor som

|H|

|H ∩ K|
vilket ger att antalet element iHK ges av

|HK| =
|H|

|H ∩ K|
· |K| =

|H| · |K|

|H ∩ K|
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vilket skulle visas.

e). Låt G vara symmetrigruppen för tetraedern och se hur den verkar på de fyra hörnen
{1, 2, 3, 4}. När vi fixerar ett hörn, kan de övriga hörnen bara permuteras cykliskt. Det
betyder att alla symmetrier som fixerar ett hörn motsvarar jämna permutationer. Utöver
identitetssymmetrin finns åtta sådana symmetrier. Dessamåste generera en delgrupp av
A4, men eftersom denna delgrupp innehåller mer än hälften av elementen iA4 måste det
vara helaA4. Vi har nu tolv symmetrier av tetraedern som svarar mot jämna permutatio-
ner, men vi kan se att symmetrigruppen måste innehålla precis tolv element genom att se
på identiteten

|G| = |Gx| · |Gx|

för något av hörnen. Det finns fyra hörn som hörnet kan g˚a till och tre symmetrier som
fixerar hörnet. Allstå är|G| = 4 · 3 = 12. Vi har nu visat attG innehållerA4 som en
delgrupp, men innehåller lika många element somA4. Alltså måsteG = A4.

Bedömningskriterier.
a) Korrekt definition av grupphomomorfi,1 poäng.
b) – Korrekt motivering till attexp är en grupphomomorfi,1 poäng

– Korrekt bestämning av kärnan tillexp, 1 poäng
c) – Korrekt bevis för att skärningen av normala delgrupper är normal,1 poäng

– Korrekt exempel som visar att unionen inte behöver vara en normal delgrupp,
1 poäng

d) – Korrekt motivering till attHK delas in i sidoklasser tillK, 1 poäng
– Korrekt motivering till att antalet sidoklasser är|H|/|H ∩ K|, 1 poäng

e) – Korrekt motivering till attG innehållerA4, 1 poäng
– Korrekt motivering till attG = A4, 1 poäng
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(2) a) Definiera vad som menas med att en gruppG verkar på en mängdX. (1)
b) Visa att varje gruppG verkar på sig själv genom konjugering och att den bana som

innehåller ett visst elementg under denna verkan har storlek|G|/|CG(g)| om G är
ändlig. (2)

c) Bestäm automorfigruppen till den cykliska gruppenZ10. (2)
d) Bestäm vilka möjligheter det finns föra ochb för att

Z34 × Z24
∼

= Za × Zb.

(2)
e) Visa att alla5-Sylowdelgrupper iS20 är abelska. (2)

a). Att en gruppG verkar på en mängdX betyder att det finns en funktion

φ : G × X −→ X

som uppfyller
(a) φ(e, x) = x för allax ∈ X, däre ∈ G är identitetselementet,
(b) φ(gh, x) = φ(g, φ(h, x)), för allag, h ∈ G och allax ∈ X.

Ofta skriver vig.x istället förφ(g, x).

b). Vi börjar med att visa att

φ(g, h) = ghg−1, g, h ∈ G

definierar en gruppverkan avG påG.
(a) Till att börja med gäller attφ(e, h) = ehe−1 = h, för allah ∈ G.
(b) Sedan gäller att

φ(g1g2, h) = (g1g2)h(g1g2)
−1 = g1g2hg−1

2 g−1
1

= g1(g2hg−1
2 )g−1

1 = φ(g1, φ(g2, h))

för allag1, g2 ochh i G, där vi använt att(g1g2)
−1 = g−1

2 g−1
1 eftersomg−1

2 g−1
1 g1g2 =

g−1
2 eg2 = g−1

2 g2 = e.
Alltså ger konjugering en gruppverkan. För en gruppverkan av en ändlig grupp på en
mängdX gäller i allmänhet att

|G| = |Gx| · |Gx|.

I vårt fall är vi intresserade av banan under konjugering och vi får då att banans storlek
ges av|G|/|Gg|. Stabilisatorn tillg under konjugering ges av

Gg = {h ∈ G|hgh−1 = g}

vilket är detsamma som centralisatorn tillg i G, dvsCG(g). Alltså ges banans storlek,
dvs konjugatklassens storlek, av

|G|

|CG(g)|

vilket skulle visas.
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c). En cyklisk grupp genreras av ett enda elementx och därmed bestäms en homomorfi
från gruppen till vilken grupp som helst helt av vilket värde den tar på generatorn. Om
vi ska få en automorfi av den cykliska gruppen måste generatorn avbildas på en annan
generator. För att ta reda på de möjliga automorfierna behöver vi därför ta reda på precis
vilka element som genererar gruppen. Vi kan konstatera att en cyklisk grupp har precis
φ(d) element av ordningd för varje delared till gruppens ordning. I vårt fall har vi alltså
ett element av ordning1, ett element av ordning2, fyra element av ordning5 och 4
element av ordning10. Generatorerna är elementen av ordning10, och om vi skriverZ10

somZ/10 under addition får vi att{1, 3, 7, 9} har ordning10 eftersom dessa är de enda
element som varken är delbara med2 eller5. Automorfigruppen ges alltså av

n 7→ n, n 7→ 3n, n 7→ 7n och n 7→ 9n

Detta utgör en abelsk grupp av ordning4, och vi kan se att den är cyklisk eftersom
n 7→ 9n är kvadraten avn 7→ 3n. Detta är detsamma som den multiplikativa gruppen i
Z10.

Mer allmänt har vi att automorfigruppen till en cyklisk grupp Zn är isomorf med den
multiplikativa gruppen iZn. Denna behöver i sin tur inte vara cyklisk, tex förn = 8, då
vi får att automorfigruppen är Kleins fyrgrupp.

d). Till att börja med måste antalet elment vara lika för att grupperna ska kunna vara
isomorfa, dvsab = 34 · 24 = 24 · 3 · 17. Dessutom behöver vi enligt struktursatsen för
abelska grupper ha faktorerna2 och 23 i var sin faktor. Utöver detta kan faktorerna3
och17 ligga fördelade hur som helst. Vi kommer ändå att få att gruppen är isomorf med
Z8·3·17 × Z2. Vi får därmed möjligheterna

(a, b) ∈

{

(8 · 3 · 17, 2), (8 · 17, 2 · 3), (8 · 3, 2 · 17), (8, 2 · 3 · 17),
(2 · 3 · 17, 8), (2 · 17, 8 · 3), (2 · 3, 8 · 17), (2, 8 · 3 · 17)

}

e). Eftersom5 delar20! precis fyra gånger har vi att5-Sylowdelgrupperna har ordning
54. På grund av Sylows sats vet vi att alla5-Sylowdelgrupper är konjugerade och därmed
isomorfa. Det räcker därmed att visa att det finns en abelsk5-Sylowdelgrupp iS20. Detta
kan vi åstadkomma genom att ta produkten av fyra diskunkta cykler av ordning5, dvs

H = H1H2H3H4,

där
H1 = 〈(1 2 3 4 5)〉, H2 = 〈(6 7 8 9 10)〉,

H3 = 〈(11 12 13 14 15)〉 och H4 = 〈(16 17 18 19 20)〉.

Bedömningskriterier.
a) Korrekt definition av gruppverkan,1 poäng.
b) – Korrekt motivering till att konjugering är en gruppverkan, 1 poäng

– Korrekt motivering till banornas storlek,1 poäng
c) – Korrekt beskrivning av homomorfierna,1 poäng

– Korrekt beskrivning av gruppstrukturen i automorfigruppen, 1 poäng
d) – Korrekt användning av struktursatsen för ändliga abelska grupper,1 poäng
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– Korrekt motiverade möjliga värden på(a, b), 1 poäng
e) – Korrekt exempel på en abelsk5-Sylowdelgrupp,1 poäng

– Korrekt motivering till att alla5-Sylowdelgrupper därmed är abelska,1 poäng

(3) a) Definiera vad som menas med ett Euklidiskt område. (1)
b) Formulera Eisensteins irrucibilitetskriterium och ge ett belysande exempel på hur

det kan användas. (2)
c) Kinesiska restsatsen ger att

k[x]/(x2 − x)
∼

= k × k.

Ge en explicit isomorfi mellan dessa ringar. (2)
d) Visa att de Gaussiska heltalen,Z[i], utgör ett Euklidiskt område med normen

N(a + bi) = a2 + b2.

(2)
e) Låtk vara en kropp och låtk[[x]] vara ringen av formella potensserier i en variabel

överk. Visa attk[[x]] har precis ett maximalideal. (2)

a). Ett Euklidiskt område är en kommutativ ring,R, med etta som saknar nolldelare och
som har en norm,N : R \ {0} −→ N, sådan att det för varje par av elementa ochb 6= 0
finns elementq ochr som uppfyller

a = qb + r, r = 0 ellerN(r) < N(b).

b). Eisensteins irreducibiltetskriterium säger att om ett moniskt polynomf(x) med ko-
efficienter i ett integritetsområde har alla övriga koefficienter i ett primidealP så ärf(x)
irreducibelt om inte konstanttermen ligger iP 2.

Vi kan använda satsen påZ som är ett integritetsområde. Som primideal kan vi välja
P = (3) ⊆ Z och får då att exempelvisx4 + 3x + 6 är irreducibelt eftersom det är ett
moniskt polynom där övriga koefficienter är delbara med3, men där konstanttermen inte
är delbar med9.

c). För att ge en explicit isomorfi kan vi använda oss av isomorfisatsen som säger att vi
kan börja med att ge en surjektiv homomorfi frånk[x] till k × k som har(x2 − x) som
kärna. Vi kan göra det genom att skickaf(x) på (f(0), f(1)). Detta är en homomorfi
eftersom

Φ(f(x) + g(x)) = (f(0) + g(0), f(1) + g(1))
= (f(0), f(1)) + (g(0), g(1)) = Φ(f(x)) + Φ(g(x))

och

Φ(f(x) · g(x)) = (f(0) · g(0), f(1) · g(1))
= (f(0), f(1)) · (g(0), g(1)) = Φ(f(x)) · Φ(g(x))

På grund av attker Φ = (x2 − x) får vi attΦ inducerar en isomorfi

Ψ : k[x]/(x2 − x) −→ k × k
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genom

Ψ(f(x) + (x2 − x)) = (f(0), f(1)), f(x) + (x2 − x) ∈ k[x]/(x2 − x).

d). Låt a + ib vara ett nollskilt element iZ[i]. Vi har då attN(a + ib) = a2 + b2 ≥ 1.
Genom atti(a + ib) = −b + ia får vi att vi genom att dra bort heltalsmultipler ava + ib
och−b + ia från ett godtyckligt elementc + id i Z[i] kan få ett element som ligger i den
kvadrat som har hörn i punkternaa + ib, −b + ia, −a− ib ochb− ia. Alla element utom
hörnen i denna kvadrat har norm som är strikt mindre äna2 + b2 eftersom hörnen har
norm som ära2 + b2. Å andra sidan kan vi för hörnen reducera ytterligare till0. Alltså
finns en multipel ava + ib som kan dras bort från ett godtyckligt tal så att resten får en
norm som är strikt mindre äna2 + b2.

e). Det räcker att visa att varje potensserie med konstanttermskild från noll är inverter-
bar, eftersom det betyder att alla element som inte ligger i idealet(x) är inverterbara. Det
betyder att(x) innehåller alla äkta ideal och därmed alla maximalideal. Om nuf(x) =
∑

∞

i=0 aix
i är en potensserie meda0 6= 0. Vi söker nu en potensserieg(x) =

∑

∞

i=0 bix
i

som uppfyller
f(x)g(x) = 1.

Det betyder attb0a0 = 1 och att
i

∑

j=0

ajbi−j = 0, i = 1, 2, . . . .

Vi kan successivt bestämmab1, b2, . . . genom detta eftersoma0 6= 1 och vi har

bi = −
1

a0

i
∑

j=1

ajbi−j , i = 1, 2, 3, . . . .

Därmed ärf(x) inverterbar och vi har att(x) är det enda maximalidealet ik[[x]].

Bedömningskriterier.
a) Korrekt definition av Euklidiskt område,1 poäng.
b) – Korrekt formulering av Eisensteins kriterium,1 poäng

– Korrekt exempel som visar hur det kan användas,1 poäng
c) – Korrekt definierad homomorfi,1 poäng

– Korrekt motivering till att det är en isomorfi,1 poäng
d) – Korrekt geometrisk beskrivning av mängden av rester,1 poäng

– Korrekt motivering till varför normen är mindre för resten,1 poäng
e) – Korrekt motivering till att element utanför(x) är inverterbara,1 poäng

– Korrekt motivering till att detta innebär att(x) är det enda maximalidealet,1
poäng


