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(1) a) Definiera vad som menas med en grupphomomorfi. (1)

b) Visa att exponentialfunktionerxp : C — C*, ar en grupphomomorfi, dat
ar de komplexa talen under addition o€h ar de nollskilda komplexa talen under
multiplikation. Bestam ocksa karnan titkp. (2)

c) Visa att skarningen av normala delgrupper ar en norralgrdpp och ge ett exem-
pel som visar att unionen av tva normala delgrupper intedbehvara en normal

delgrupp. (2)
d) Visa att det for tva andliga delgruppBroch K i en gruppG galler att
H] - |K]|
HK|=‘“"1 1
| | |H N K|
genom att betraktd K som en union av sidoklasser til. (2)
e) LatG vara symmetrigruppen av en tetraeder. VisaGaér isomorf med den alterne-
rande gruppend, = ker(sgn : Sy — {£1}). (2)

a). En grupphomomorfi ar en funktion mellan tva grupper, G — H, som uppfyller

(g1 *q g2) = ®(g1) *u (g2),

forallag;, g- 1 G.

b). Enligt exponentiallagarna galler att
exp(2) + 22) = €72 = e”e” = exp(z;) exp(22)

for alla z, 2z, | C. Eftersomx = + och xc« = -, betyder detta precis atikp ar en
grupphomomorfexp : C — C*.

For att berakna karnan titkp behover vi finna alla elemente C sadana atixp(z ==
1, eftersoml ar identitetselementetG*. Losningarna tillexp(z) = 1 ges avz = 2win

darn ar ett godtyckligt heltal. Alltsa der exp = 27iZ C C.
1



Om vi vill bevisa exponentiallagen kan vi anvanda defiméo avexp som en analy-
tisk funktion med potensserieutvecklingp(z) = > 2, z*/i!. Darmed far vi

exp(z1 +22) = 75, (ZH;!ZQ)Z = 2% Zj’:o (;) Z{Z;_j
. Coe J 1
=Y ico Z;:o j!(ilfj)!zizé T= 2?3:0 %%
= (Dm0 21/8) (O2isg 25/1!)
dar vi far andra summationsordningen eftersom serniebaolutkonvergent.

Vi kan nu ocksa anvanda detta for att seeatt(z + iy) = exp(x) exp(iy) darx,y ar
reella. Vidare kan vi se fran potensseriencaft(iy) = cos(y) + i sin(y), och

exp(z) =1
P r =0
exp(x +iy) =1<= (¢ cos(y) =1 < { y €L
sin(y) =0

vilket visar attexp(z) = 1 om och endast om € 2riZ.

c). Lat { H,};crvara en uppsattning normala delgrupper i en grGpi har da for varje
elementh € H = (,.; H; atth € H;, for alla: € I. Eftersom allai{; ar normala har vi
att

ghg™! € H,, Viel
och darmed aghg~' € (,.; H; = H. Allts& ar skarningerf/ =
delgrupp.

For att se att unionen inte behover vara en normal delgrapker det att se pa exem-
pelvis2Z och 3Z i Z. Vi har da att2 och 3 ligger i unionen, men summag,+ 3 = 5,
ligger inte i unionen. Alltsa ar inte union&¥ U 3Z en delgrupp 6ver huvud taget, och
alltsa inte heller en normal delgrupp.

.«; Hi en normal

d). Vilater H och K vara andliga delgrupper av en grugioch ser pa sidoklasserna till
K, dvsgK = {gk|k € K} for olika elemenyy € G.Omg € H harviattgK C HK =
{hk|h € H,k € K}. Sidoklasserna ar antingen identiska eller disjunktarebmg K =
hK innbar attyh~! € K och multiplikation med;»~ till vanster ger en bijektion mellan
hK ochgK. Alla element i H K ligger i nagon sidoklass tillK, eftersomhk € hK.
Darmed ger sidoklasserna pa formeR’, for h € H, en partition avH K i sidoklasser
till K. Vibehover nu se hur manga sidoklasser det ar. Foraatt dét kan vi konstatera att
H verkar pa dessa sidoklasser genom multiplikation titistér. Eftersom denna verkan
ar transitiv ar antalet sidoklasser som liggéf i lika med banans storlek. Vi kan rakna
ut banan till sidoklasseX’ genom att se pa stabilisatorn till denna sidoklass. Vi liar a
hK = K precis omh € K. Alltsa ges stabilisatorn tilk” under verkan avf av H N K
och vi far antalet banor som

| H|
|HN K|
vilket ger att antalet elementd K ges av
| H| [H]- K|
HE| = - || = s
|HN K| |HN K|



vilket skulle visas.

e). Lat G vara symmetrigruppen for tetraedern och se hur den verkalepfyra hornen
{1,2,3,4}. Nar vi fixerar ett horn, kan de dvriga hornen bara peernas cykliskt. Det
betyder att alla symmetrier som fixerar ett horn motsvaiara permutationer. Utover
identitetssymmetrin finns atta sadana symmetrier. Dassste generera en delgrupp av
A4, men eftersom denna delgrupp innehaller mer an halftezieanenten 4, maste det
vara helaA,. Vi har nu tolv symmetrier av tetraedern som svarar mot japermutatio-
ner, men vi kan se att symmetrigruppen maste innehallzigtelv element genom att se
pa identiteten

|G| = |Gx| - |Ga
for nagot av hornen. Det finns fyra horn som hornet kartityoch tre symmetrier som
fixerar hornet. Allsta afG| = 4 - 3 = 12. Vi har nu visat att7 innehallerA, som en
delgrupp, men innehaller lika manga element sémAlltsa mastei = A,.

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av grupphomomorfi,poang.

b) — Korrekt motivering till attexp ar en grupphomomorfi, poang
— Korrekt bestamning av karnan tikp, 1 poang
C) — Korrekt bevis for att skarningen av normala delgruppan@mal,1 poang
— Korrekt exempel som visar att unionen inte behover varacemal delgrupp,
1 poang
d) — Korrekt motivering till attH K delas in i sidoklasser tilk’, 1 poang
— Korrekt motivering till att antalet sidoklasser @ |/|H N K|, 1 poang
e) - Korrekt motivering till attG' innehallerA,, 1 poang

— Korrekt motivering till attG = A,, 1 poang




(2) a) Definiera vad som menas med att en grGpgerkar pa en mang4 . (1)
b) Visa att varje grupg: verkar pa sig sjalv genom konjugering och att den bana som
innehaller ett visst elemegtunder denna verkan har storlgk|/|Cz(g)| om G ar
andlig. (2)
c) Bestam automorfigruppen till den cykliska grupgég. (2)
d) Bestam vilka mojligheter det finns farochb for att

Z34 X Z24 = Za X Zb-

(2)
e) Visa att allab-Sylowdelgrupper 5, ar abelska. (2)

a). Att en gruppG verkar pa en mangd betyder att det finns en funktion
p:Gx X — X

som uppfyller

(@) ¢(e,z) = xforallax € X, dare € G ar identitetselementet,
(b) o(gh,x) = ¢(g, ¢(h,x)), forallag, h € G och allax € X.
Ofta skriver vig.x istallet for¢(g, ).

b). Vi borjar med att visa att

¢(g,h) = ghg™,  g,heG
definierar en gruppverkan &v pagG.
(a) Till att borja med galler atp(e, h) = ehe™! = h, for allah € G.
(b) Sedan galler att

#(9192,h) = (9192)h(91192)1_1 = g192hg5 97"
= g1(g2hgs )91 = (g1, 9(g2, h))

forallag,, g, ochhi G, darvi anvant attg, g,) ' = g, 'g; * eftersomg, 197 190 =

9o g2 =gy g2 = e.
Alltsa ger konjugering en gruppverkan. For en gruppvarka en andlig grupp pa en
mangdX galler i allmanhet att

|G| = |Gz] - [Gal.

| vart fall ar vi intresserade av banan under konjugeriof wi far da att banans storlek
ges aviG|/|G,|. Stabilisatorn tilly under konjugering ges av

Gy ={h € Glhgh™" = g}

vilket ar detsamma som centralisatorn li G, dvs Cs(g). Alltsa ges banans storlek,
dvs konjugatklassens storlek, av

|G|
|Ca(9)]

vilket skulle visas.
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c). En cyklisk grupp genreras av ett enda elemeonth darmed bestams en homomorfi
frn gruppen till vilken grupp som helst helt av vilket darden tar pa generatorn. Om
vi ska fa en automorfi av den cykliska gruppen maste geoeravbildas pa en annan
generator. For att ta reda pa de mojliga automorfiern@bethvi darfor ta reda pa precis
vilka element som genererar gruppen. Vi kan konstateranatiyklisk grupp har precis
#(d) element av ordning for varje delare till gruppens ordning. | vart fall har vi alltsa
ett element av ordning, ett element av ordning, fyra element av ordning och 4
element av ordning0. Generatorerna ar elementen av ordningoch om vi skriverz,
somZ/10 under addition far vi at{1, 3, 7,9} har ordningl0 eftersom dessa ar de enda
element som varken ar delbara nizeller 5. Automorfigruppen ges alltsa av

n—n, n—3n, n—Tn och n+— 9n

Detta utgor en abelsk grupp av ordnidgoch vi kan se att den ar cyklisk eftersom
n — 9n ar kvadraten av. — 3n. Detta ar detsamma som den multiplikativa gruppen i
Mer allmant har vi att automorfigruppen till en cyklisk grug,, ar isomorf med den
multiplikativa gruppen #,. Denna behover i sin tur inte vara cyklisk, tex for= 8, da

vi far att automorfigruppen ar Kleins fyrgrupp.

d). Till att borja med maste antalet elment vara lika for attgperna ska kunna vara
isomorfa, dvsub = 34 - 24 = 2* . 3 - 17. Dessutom behover vi enligt struktursatsen for
abelska grupper ha faktoreraoch 22 i var sin faktor. Utover detta kan faktorerisa
och 17 ligga fordelade hur som helst. Vi kommer anda att fa atippgen ar isomorf med
Zssa7r X Zy. Vi far darmed mojligheterna

(8-3-17,2),(8-17,2-3),(8-3,2-17),(8,2- 3 - 17),
(a’b)e{ (2-3-17,8),(2-17,8-3), (2-3,8- 17, (2,8 - 3 - 17) }

e). Eftersom5 delar20! precis fyra ganger har vi afi-Sylowdelgrupperna har ordning
5%. Pa grund av Sylows sats vet vi att all&sylowdelgrupper ar konjugerade och darmed
isomorfa. Det racker darmed att visa att det finns en alieBSklowdelgrupp iSy. Detta
kan vi astadkomma genom att ta produkten av fyra diskunktkecav ordnings, dvs

H = HHyH3H,,

dar H, ={(12345)), H,=((678910)),
H; = ((1112131415)) och H, = ((1617181920)).

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av gruppverkad,poang.

b) — Korrekt motivering till att konjugering ar en gruppverkdnpoang
— Korrekt motivering till banornas storlek, poang
C) — Korrekt beskrivning av homomorfierni,poang

— Korrekt beskrivning av gruppstrukturen i automorfigruppeipoang
d) - Korrekt anvandning av struktursatsen for andliga gizetgrupperl poang



— Korrekt motiverade mojliga varden ga, b), 1 poang
e) — Korrekt exempel pa en abelskSylowdelgruppl poang
— Korrekt motivering till att alleb-Sylowdelgrupper darmed ar abelskgyoang

(3)

a) Definiera vad som menas med ett Euklidiskt omrade. (1)
b) Formulera Eisensteins irrucibilitetskriterium och gé leelysande exempel pa hur
det kan anvandas. (2)

c) Kinesiska restsatsen ger att
klx]/(2® —x) S k x k.

Ge en explicit isomorfi mellan dessa ringar. (2)
d) Visa att de Gaussiska heltaléf];], utgor ett Euklidiskt omrade med normen

N(a + bi) = a* + b°.

2)
e) Latk vara en kropp och I1&[[x]] vara ringen av formella potensserier i en variabel
overk. Visa attk[[z]] har precis ett maximalideal. (2)

a). Ett Euklidiskt omrade ar en kommutativ ring, med etta som saknar nolldelare och
som har en normy : R\ {0} — N, sadan att det for varje par av elemerdgchb # 0
finns element ochr som uppfyller

a=qgb+r, r=0ellerN(r) < N(b).

b). Eisensteins irreducibiltetskriterium sager att om etiniskt polynomf(z) med ko-
efficienter i ett integritetsomrade har alla dvriga kagéfter i ett primideal’ sa arf (z)
irreducibelt om inte konstanttermen liggeP?.

Vi kan anvanda satsen @asom ar ett integritetsomrade. Som primideal kan vi valja
P = (3) C Z och far da att exempelvis* + 3z + 6 ar irreducibelt eftersom det ar ett
moniskt polynom dar ovriga koefficienter ar delbara n3ethen dar konstanttermen inte
ar delbar med.

c). For att ge en explicit isomorfi kan vi anvanda oss av isoreat§ien som sager att vi
kan borja med att ge en surjektiv homomorfi friéajn] till & x k& som har(z?> — x) som
karna. Vi kan gora det genom att skickér) pa (f(0), f(1)). Detta ar en homomorfi
eftersom

O(f(z) +g(x)) = (£(0) + g(0), f(1) +9(1))
= (f(0), F(1)) + (9(0), g(1)) = @(f(x)) + (g(x))

O(f(x) - g(x)) = (f(0)-9(0), fF(1) - g(1))
= (f(0), f(1)) - (9(0), 9(1)) = ®(f(x)) - D(g(x))

P& grund av aftter ® = (2% — x) far vi att ® inducerar en isomorfi
U klr]/(2? —x) — k x k



genom
U(f(x) + (2* —2)) = (f(0), f(1)),  f(a) + (a® —2) € k[z]/(z* - x).

d). Lata + ib vara ett nollskilt elementZ[:]. Vi har d& attN (a + ib) = a® + b* > 1.
Genom att(a + ib) = —b + ia far vi att vi genom att dra bort heltalsmultipler av+ b
och—b + ia fran ett godtyckligt element + id i Z[i] kan fa ett element som ligger i den
kvadrat som har horn i punkternat ib, —b + ia, —a — ib ochb — ia. Alla element utom
hornen i denna kvadrat har norm som ar strikt mindrez&n- 0* eftersom hornen har
norm som am? + b2. A andra sidan kan vi for hornen reducera ytterligare(tiliAlltsa
finns en multipel av: + ib som kan dras bort fran ett godtyckligt tal sa att resterefa
norm som ar strikt mindre am® + b%.

e). Det racker att visa att varje potensserie med konstants&iid fran noll ar inverter-
bar, eftersom det betyder att alla element som inte ligg#gadlet(x) ar inverterbara. Det
betyder att(x) innehaller alla akta ideal och darmed alla maximalid€axh nu f(z) =
Yoo, a;x" ar en potensserie med # 0. Vi soker nu en potensserigz) = Y o bia’
som uppfyller

flx)g(x) = 1.
Det betyder atbyag = 1 och att

d abij=0,  i=12....
=0

Vi kan successivt bestamma b,, . .. genom detta eftersom, # 1 och vi har

1 i
bi:—— a-bi,-, Z:1,2,3,

Darmed arf () inverterbar och vi har attr) ar det enda maximalidealek|[z]].

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av Euklidiskt omradé, poang.

b) — Korrekt formulering av Eisensteins kriteriurh poang
— Korrekt exempel som visar hur det kan anvandaspang
c) - Korrekt definierad homomorfi, poang
— Korrekt motivering till att det ar en isomorfl, poang
d) — Korrekt geometrisk beskrivning av mangden av restgrpang
— Korrekt motivering till varfor normen ar mindre for rest, 1 poang
e) — Korrekt motivering till att element utanfdr:) ar inverterbaral poang

— Korrekt motivering till att detta innebar att:) ar det enda maximalidealet,
poang




