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1.

Inldmningsuppgift 2

Losningsforslag

(a) Antalet partitioner sadana att den delméngd som innehéaller ele-

mentet n har storlek minst 2 &r lika med det totala antalet partitioner,
det vill sdga By, minus antalet partitioner som innehaller méngden
{n}. Antalet partitioner av det sistndmnda slaget &r B,_;. Vi har
namligen en bijektion fran méngden av partitioner av {1,...,n—1}
till méngden av partitioner av {1,...,n} som innehaller méngden
{n}. Denna bijektion ges av att addera méngden {n} till en given
partition av {1,...,n — 1}. Alltsa &r a,, = By, — B,_1.

Antalet partitioner sadana att de tva elementen n—1 och n inte tillhor
samma delméngd &r lika med B,, minus antalet partitioner sadana
att n — 1 och n tillhér samma méngd. Aven hér &r antalet parti-
tioner av det sistndmnda slaget lika med B,,_1, ty vi har &n en gang
en bijektion fran méngden av partitioner av {1,...,n — 1}. Denna
bijektion ges av att placera elementet n i den méangd i partitionen
som innehaller elementet n — 1. Alltsa ar a,, = B,, — Bp—_1.

2. Vi tillampar forst RSK-algoritmen pa permutationen
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7=[2[4[6]7[1]5]3]

Vi skriver

I varje steg anvander vi fet stil och understruket for att markera dndringar
jamfort med foregaende steg.

Aktuellt element &r 2. Par av tablaer efter instoppning av detta

element:
Elementkvar:|4|6|7|1|5|3|

Aktuellt element ar 4. Par av tablaer efter instoppning av detta

element:
Element kvar: [6 [7][1]5]3]

Aktuellt element ar 6. Par av tablaer efter instoppning av detta
element:

[2]4]6] [1][2]3]

Element kvar:




4. Aktuellt element &r 7. Par av tablaer efter instoppning av detta
element:

[2]4]6]7) [1]2]3]4]

Element kvar:

5. Aktuellt element dr 1. Par av tablaer efter instoppning av detta
element:

4]6]7] 2[3]4]
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Element kvar:

6. Aktuellt element dr 5. Par av tablaer efter instoppning av detta
element:

1 5]7]

1 2[3]4]
2[6 5] 6

Element kvar:

7. Aktuellt element dr 3. Par av tablaer efter instoppning av detta
element:

517] 2[3[4]
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Detta ar det sokta paret av tablaer.

Studera nu

™ =[4]7[5[3]2]1[6]

Samma procedur som for 7 ger foljande par av tablaer:

5]6] 2| 7]
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Néasta permutation att studera ar

™ =[T]3]1][6]4]2][5]

Denna gang far vi foljande par av tablaer:
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For 7, 7° och 7% kan vi anviinda oss av att om o ger paret (S,T), s& ger
o1 paret (T,S). Eftersom 77 ir identiteten erhéller vi att 7% = (7%)71,

7° = (72)7! och 7% = 71, Paret av tablaer som svarar mot 7 ir alltsd
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Paret som svarar mot 7° ar

1 2|7| 1 5|6|
3 2
4] 13|
15 | 4]
6] 7]
Paret som svarar mot 7% ar
112 3|4| 13 5|7|
5|6 24
L7 1 6]

Slutligen har vi som sagt att 7 &r identiteten, vilket ger att paret av
tablaer blir

[(1[2]3[4]5[6]7] [1]2[3]4[5]6]7]

3. (a) Lat n > 2. For en permutation 7, studera cykeln som innehéaller
elementet n. Vi har tva fall:

% Cykeln har langd 2 och ar alltsa pa formen (k,n) for nagot k €
{1,...,n}. Tar vi bort cykeln (k,n) fran cykeluppdelningen av
7 far vi en permutation pa méngden {1,...,n — 1} \ {k} med
egenskapen att alla cykler har lingd 2 eller 3. Det finns a,_o
sadana cykler, och vi kan vélja k pa n — 1 olika satt. Alltsa kan
vi vélja 7 pa totalt (n — 1)a,—o sitt i detta fall.

* Cykeln har langd 3 och &r alltsa pa formen (4, k,n) for tva olika
element j, k € {1,...,n}. Tar vi bort cykeln (j,k,n) far vi en
permutation pa mangden {1,...,n—1}\ {j, k} med egenskapen
att alla cykler har 1langd 2 eller 3. Det finns a,,_3 sadana cykler,
och vi kan vélja j och k pa (n — 1)(n — 2) olika sitt; notera att
ordningen spelar roll. T detta fall har vi alltsa (n—1)(n—2)a,—3
olika satt att vélja .

Summering ger att
an=(n—1)ap—2+ (n—1)(n —2)a,_s3.

(b) Vi har att

fllx) = Zann—l —a1—|—a2x—|—2an P

n>1 n>3
xnfl
= x4+ Z ((n—1)ap—2 + (n—1)(n —2)an—3) '
= x+zan 2 +Zan 3
n>3 ! n>3
™ 9 x™
m>1 m>0

= z+a(f(z) = 1) +2°f(z) = (z +2°) f(2).



(¢) Vi behéver kontrollera att f(z) = e® /2t%"/3 51 en 16sning till differ-
entialekvationen i (b) och att randvﬂlkoret f(0) = ag ar uppfyllt. Vi
ser att detta galler, ty

J'(@) = D P00 = (@ 4 a?)e PH = (@ 4 ) f(w),

och f(0) =e" =1 = ay.

(Nagra detaljer, som inte krdvs for full podng pa uppgiften: Vi kan
skriva differentialekvationen som ¢’(z) = x+x2, dir g(z) = log | f(z)|.
Enligt integralkalkylens huvudsats ges alla 16sningar till denna ekva-
tion av g(z) = [(x + 2®)dz + C = 2?/2+ 23/3+ C.)

Frivilligt bonusproblem. Vi kan forst notera att A,, = 0 da n ar udda, vilket
innebér att det rdcker med att studera jamna m. Lat n > 2, och skriv n =
2m. I en given partition av {1,...,2m}, studera den mangd X som innehaller
elementet 2m. Enligt antagandet har X ett jamnt antal element, sig 2k. Om vi
later k vara fixerat kan vi kan vilja elementen i X \ {2m} pa (37 ~]) olika sitt.
Tar vi bort méngden X far vi en partition av en mangd med 2m — 2k element
sadan att alla delméngder innehaller ett jamnt antal element. Antalet sadana
partitioner ar As,, _ok. Summering Over k ger att

" 2m—1 " 2m— 1 " 2m— 1
=3 (502 1) Aanas z(m_%) - z( )
k=1 k=1 7=0
Vi ska studera
J@) =3 Ay =3 A
n>0 n! m>0
Ovanstaende rekursion ger att
me
flx) = Ao+ Aoy
m§>:1 (2m)!
2m — 2m
3 ( )A%@m),
m>1 j=0
x2m
= ]_ - _
+Z Z 2m 2] - 2m
7>0 m>j+1

Derivering ger att

fl@) = 143 Z 2m—2g—1) e

7>0 m>j+1
_ 2i42j—1
[f=m-j] = ZZ 21_1 "
j>04i>1
Azszj 221 .
= Z oY Z —— = f(z)sinhz.
= (24)! = (26 —1)!
Vi ser att f(z) = e“P*~1 ir en 16sning till denna ekvation som uppfyller

f(0) = 1. Detta ar alltsa den sokta 16sningen, vilket avslutar beviset. (Jamfor
med 3(c) ovan.)



