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Inldmningsuppgift 3

Losningsforslag

1. (a) Eftersom vi vill att T" ska vara ett minimalt uppspannande trid maste
foljande egenskap vara uppfylld fér varje kant e utanfor 7'
x I den unika cykeln i T'+ e maste vikten for e vara storre én eller
lika med vikten for alla andra kanter i cykeln.

(Anta namligen att det finns en kant €’ i cykeln med strikt storre vikt
dn e. Da ar (T +e) — €’ ett uppspannande trad med strikt 1agre vikt
an T.)

Anvénd beteckningar som i féljande figur:
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Studera forst kanten (X, ). Denna kant bildar en cykel med kan-
terna (U, W) och (U, X) fran trddet T'. Enligt ovanstaende egenskap
maste vikten for (X, W) vara storre an eller lika med vikten for kan-
terna (U, W) och (U, X). Den enda mdjligheten &r att bada dessa
kanter har vikten 0:
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Studera nu kanten (U, V'), som bildar en cykel med kanterna (U, W)
och (V,W). Eftersom (V,W) har vikten 1 maéste dven (U,V) ha
vikten 1. Samma resonemang ger att (U,Y) och (U, Z) har vikten 1:
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Notera slutligen att T ska ha totalvikt 3. Detta innebér att kanten
(Y, Z) maste ha vikten 1. Den sokta tilldelningen av vikter ser alltsa
ut pa foljande sitt:

Alla vikter ar alltsa entydigt bestdmda av férutsattningarna. I syn-
nerhet ar denna tilldelning av vikter den enda som har de 6nskade
egenskaperna.

For att se att T verkligen ar minimalt kan man notera att inget upp-
spannande trid innehaller fler &n tva kanter med vikten 0, ty de tre
kanterna med vikten 0 bildar en cykel. Alltsa har varje uppspéannande
trad minst tre kanter med vikten 1 och alltsa totalvikt minst 3.

Nej, alla kanter d&r med i nagot minimalt uppspannande trad. Vi kan
némligen observera foljande:

* Vi kan byta ut kanten (X,Y’) mot antingen (U,Y") eller (U, Z)
och fortfarande ha ett minimalt trad.

* Vikan byta ut (V, W) mot (U, V') och fortfarande ha ett minimalt
trad.

* Vi kan byta ut (U, W) mot (W, X) och fortfarande ha ett mini-
malt trad.

Lat V vara grafens hornméngd, och lat W vara méngden av hérn som
tillhor nagon kant i matchningen X. Notera att |W| = 2|X|. For
varje horn v € V\W, lat e, vara en kant i G dér v ingar (en sadan kant
existerar enligt forutsdttningarna). Den andra dndpunkten till e,
maste vara ett hérn i W, ty annars skulle X U{e, } vara en matchning
med fler kanter 4n X. I synnerhet ar alla kanter i méngden {e, : v €
V \ W} olika. Definiera

Y=XU{e,:veV\W}L

Detta ar en horntackning av G, ty kanterna i X téacker hornen i W,
medan de 6vriga kanterna técker hornen i V'\ W. Vi konstaterar att

Y| = [X|+[{es:v e VAW = [X[+[V\W]
= |X|+n—|W|=|X|-n-2/X|=n—|X|]

Forst visar vi att Y &r en skog, alltsa cykelfri. Anta ndmligen att Y
innehaller en cykel. Varje horn i cykeln finns med i minst tva kanter.
I synnerhet kan vi ta bort valfri kant fran cykeln och fortfarande ha
en horntackning.



Lat k vara antalet sammanhéngande komponenter i skogen Y. Vi
har da att |Y| = n — k (Sats 11.2.1 (b) i Cameron). Vi kan bilda en
matchning X genom att vélja en kant fran varje komponent, alltsa k
kanter. Varje komponent innehaller nimligen minst en kant, ty ingen
komponent bestar av ett isolerat horn. Vi ser att

X|=k=n—|Y|.

(Det &r mojligt att 16sa uppgiften utan att anvénda Sats 11.2.1(b).)
(c) Enligt (a) har vi att

h<n—m-<= h+m <n,
medan (b) medfor att
m>n—h<=h+m>n.

Alltsa har vi att A +m = n.

3. (Det finns massvis med sitt att 16sa denna uppgift, och den hér 16sningen
ar inte nodvéndigtvis den mest eleganta.)

Lat G beteckna grafen, som alltsa ser ut sa hér:

K| T

2

3

Lat e vara kanten (1,2). Vi har att

fa(r) = fa—e(r) = faye(r). (1)

Vi noterar att H; = G//e har féljande utseende:

Eftersom hornet 12 &r granne med alla andra hérn har vi att

fu (r) =7 fuy(r=1),

dar Hy ar den graf som erhalls om vi plockar bort hornet 12 fran H;:



Med hjalp av exempelvis 6vningsuppgift 18 i Héfte III inser man att
fry(r) =r(r = 1)(r - 2)%
Alltsa ar
fajelr) = fu,(r) =r- fu(r =1) =r@r = 1)(r - 2)(r =3)*. (2)

Det som aterstar ar att berdkna fr,(r), dir Ho = G — e. Denna graf ser
ut sa héar:
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Man kan nu fortsétta pa samma sétt med kanten (1,3) och rékna pa. En
variant som gar nagot snabbare ar att gora pa foljande sitt. Lat e/ vara
kanten (3,5). Denna kant finns inte med i Hs, sa vi har att

fa—e(r) = fmy (r) = frre (7) + farery e () 3)
Notera att Hs = (Hy + €’) /e’ ar foljande graf:
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Alltsa ar
fitzrery e (r) = fr,(r) =r(r = 1)(r — 2)°. (4)
Vidare ar Hy = Hs + ¢’ foljande graf:
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Eftersom hornet 3 dr granne med alla andra horn har vi att
fri(r) =7 fuy(r—1),
dar Hj ar den graf som erhalls om vi plockar bort hornet 3 fran Hy:
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Detta ar samma graf som Hjs, vilket innebéar att
frtver (r) = fu,(r) = rfr, (r = 1) = r(r = 1)(r = 2)(r = 3)°.
Stoppar vi in (4) och (5) i (3) far vi att

fo-e(r) = [fm(r) = fu,(r) + [r, (r)

r(r—1)(r—2)(r — ) +r(r—1)(r—2)
= r(r=1)(r=2)((r=3)°+(r -2
= 7r(r—=1)(r—2)(* — 8% +23r — 23).
Stoppar vi sedan in detta och (2) i (1) erhaller vi att

fa(r) = fa-e(r) = fae(r)

= r(r—=1)0r—-2)0 =82 +23r—23) —r(r —1)(r —2)(r — 3)?
r(r—1)(r —2)(r® —8r? +23r — 23 — (r — 3)?)

= r(r—1)(r—2)(r* -9 +29r — 32).

Observera att detta ar lika med
0 —12r° 4 58r* — 1377% + 1547% — 64r

och
r(r —1)(r% — 11r* + 4773 — 90r? + 64).



Jag aterkommer senare med en 10sning pa bonusproblemet. Talet ¢ &r lika med
antalet trianglar i G, alltsa antalet hornméngder {u,v,w} sadana att (u,v),
(u,w) och (v,w) alla ar kanter i G. Detta kan visas med hjalp av induktion
och formeln fo(r) = fa—e(r) — fG/e(r). Som en student visade kan man &ven
anvinda inklusion och exklusion pa ett sinnrikt sétt (se kapitel 5 i Cameron,
ett kapitel som inte ingér i kursen).



