Losningsforslag till 6vningsuppgifter, del 11

Obs! Preliminar version!

0O.1. Fér varje delare d till n, 1lat A, var méngden av element a siadana att
ged(a,n) = d. Partitionen ges av

{A4: d delar n}.

n=6: A ={1,5}, As = {2,4}, A5 = {3}, vilket ger partitionen

{{1,5},{2,4}, {3}}.

n = 11: Alla element ligger i A, vilket ger partitionen

{{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}}.

n=12 A, = {1,5,7,11}, Ay = {2,10}, A3 = {3,9}, A, = {4,8} och
Ag = {6}, vilket ger partitionen

{{1,5,7,11},{2,10}, {3,9}, {4,8}, {6}}.

n =16 A; = {1,3,5,7,9,11,13,15}, Ay = {2,6,10,14}, Ay = {4,12}
och Ag = {8}, vilket ger partitionen

{{1,3,5,7,9,11,13,15},{2,6, 10, 14}, {4, 12}, {8} }.

0.2. Léngden pa cykeln som innehéaller elementet (0,0) &r lika med det storsta
positiva elementet k som har egenskapen att 7%(0,0) = (0,0). Nu &r

7#(0,0) = (k mod m, k mod n),

vilket innebir att 7%(0,0) = (0,0) om och endast om k #r delbart med savil m
som n. Det minsta k& som uppfyller detta &ar
mn

k=lem(m,n) = ———.
(m, ) ged(m,n)
Om ged(m,n) = 1 ar k = mn, vilket innebar att 7 &r en cyklisk permutation;
antalet element 1 X ar mn. Om ged(m,n) > 1 ar k < mn, vilket innebér att =
inte &ar en cyklisk permutation.



0.3. (Uppdaterad den 8 april.)
(a) Vi har att

w3 =

6 7 8 9 10 11 12
58111 4 7 10

1
= (1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11)
och

(1234567891011 12
™ = \51027124916 11 3 8

= (1,5,12,8)(2,10,11,3)(4,7,9,6).

(b) Vi observerar att vi har cykeluppdelningen for 75 i raderna och cykelupp-
delningen for 73 i kolumnerna. Vi kan ndmligen skriva

(1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11) = (1, 3,9)(5,2,6)(12,10,4)(8,11,7)
och
(1,5,12,8)(2,10,11,3)(4,7,9,6) = (1,5,12,8)(3,2,10,11)(9,6,4,7).

Detta innebér att vi multiplicerar med 5 for varje steg vi tar at hoger och
med 3 for varje steg vi tar nedat. Eftersom elementet i rad 0 och kolumn
0 ar lika med 1 far vi att elementet i rad 7 och kolumn k &r lika med

(3" - 5%) mod 13.



0.4. Vi anviinder induktion 6ver antalet cykler n. Basfallet i induktionen #r
n = 1.1 T detta fall ska vi rikna antalet cykliska permutationer pé en mingd
med k element. Det finns (k — 1)! sadana permutationer, och mycket riktigt har
vi att

(nk)! k!

nl-km 1 kL
Lat nu n > 2, och studera cykeln som innehaller det storsta talet nk. De

ovriga k—1 elementen i cykeln kan véljas pa ("kk__ll) olika sétt, och de kan ordnas

pa (k — 1)! olika sétt. Detta ger
(nk—1)!  (nk—1)!
(nk—k)!  ((n—1)k)!

= (k—1).

mojliga val for cykeln. Det aterstar nu nk — k = (n — 1)k element, som ska
fordelas 6ver n — 1 cykler med vardera k element. Induktion 6ver n ger att
antalet mojligheter for detta &r

((n = 1)k)!
(n— 1)1 kn—1"
Multiplikation ger att det totala antalet mojligheter ar
(nk —1)! (n—=1k)  (nk—1) nk - (nk —1)! (nk)!

(n—Dk)! (n—Dl-k1 (n=1D- k"1 nk-(n—1)1-k»1  pl -k

0.5. Vi anvinder induktion 6ver antalet delméngder n. Basfallet i induktionen
ar n = 1. I detta fall ska vi rdkna antalet partitioner av en méangd med k
element bestaende av en enda mingd. Det finns bara en sadan partition, och
mycket riktigt har vi att

(nk)! k!

nl- (k) — 10 (k)T L

Lat nu n > 2, och studera delméngden som innehaller det storsta talet nk.
De 6vriga k — 1 elementen i delméngden kan viljas pa

nk—1\ (nk —1)!
k—=1) ((n—10k)!(k—1)!
olika sétt. Det aterstar nu nk — k = (n — 1)k element, som ska fordelas 6ver

n — 1 delméngder med vardera k element. Induktion 6ver n ger att antalet
mojligheter for detta ar
((n = 1)k)!

(n— 1) (khyn—t"
Multiplikation ger att det totala antalet mojligheter ar
(nk —1)! (n—=1k)! (nk —1)!
((n=1k)!- (k—=1)! ' (n—1- (K1 (n—1)!- (khn=1-(k—1)!
nk - (nk —1)! (nk)!

nk-(n— 1) (k)L (k—1)1 _ nl- (kD)o

1Det &r helt i sin ordning att ha n = 0 som basfall, savil hir som i uppgift O.5.



0.6. Lat ¢, vara antalet 231-undvikande permutationer av {1,...,n}; visétter
co = 1. Lat n > 1. Ten given tillaten permutation m = ajas - - - a,, lat k+1 vara
den position dér vi hittar talet n. Vi hdvdar att de forsta k elementen i w maste
vara de k minsta talen 1,..., k. Anta ndmligen att nagot a > k+ 1 &r pa nagon
av dessa positioner. Da maste nagot b < k vara pa nagon av de positioner som
ligger till hoger om n. Detta innebéar dock att anb bildar monstret 231, vilket
ger en motsagelse.

Anta nu att var och en av ajasg - - - ag och agtoakys - - - an ar 231-undvikande.
Da &r dven hela permutationen 7 231-undvikande, ty de forsta k elementen &r
alla mindre d4n de n — k sista. Omvént géller att var och en av ajas . ..ax och
Qf+20k+3 - - - Ay ar 231-undvikande om 7 ar 231-undvikande.

Nu &r antalet 231-undvikande permutationer av {1,...,k} lika med ¢,
medan antalet 231-undvikande permutationer av {k 4+ 2,...,n — 1} 4r ¢,—g_1.
Summerar vi 6ver k far vi

n—1
Cp = § CkCn—k—1,
k=0

vilket, tillsammans med startvillkoret ¢y = 1, visar att ¢, ar lika med det n:te
Catalantalet.



0.7. En permutation 7 &r en involution om och endast om 72 dr identiteten.

(a) Vi har att

72(k) = 7((k+m)mod 2m) = ((k+m) +m) mod 2m
(k +2m) mod 2m = k.

e Vi har att

7%(k) = n((a — k) mod 2m) = (a — (a — k)) mod 2m = k mod 2m.

e Vi har att
T =(1,2,4,8,5,10,9,7,3,6).

7 #r alltsa en cyklisk permutation av lingd 10. Detta medfor att 7'0 =
(7®)? dr identiteten, vilket innebér att 7° ir en involution.

0.8. Studera en partition av X med egenskapen att en delméngd i partitionen
innehaller exakt n element. Vi har tva fall:

e Partitionen bestar av tva delméngder av storlek n. Det finns % (27?) sadana
partitioner. Varje delméngd Y till X av storlek n ger ndmligen upphov till
partitionen {Y, X \ Y'}. Det finns (*") sidana delméngder, men eftersom
de tva delméngderna Y och X \ 'Y ger upphov till samma partition maste
vi dela detta antal med 2.

e Partitionen bestar av exakt en delméngd av storlek n. Det finns (2:) satt
att vélja denna delméngd Y. Antalet partitioner av méngden X \ Y i
minst tva delméngder dr B,, — 1; vi subtraherar 1 eftersom vi ska rédkna
bort partitionen {X \ Y'}. Multiplikation ger att antalet partitioner av X
med givna egenskaper ar (2:) (Bn, —1).

Summering ger att det s6kta antalet partitioner ar

()¢ ()em-n= () (o).



0.9. (Uppdaterad den 17 april.) Lat n > 1 och studera den férsta méngden
i partitionen. Om antalet element i médngden ar j finns det (”) satt att vélja
méngden. De dvriga n — j elementen kan partitioneras pa P,_; olika sétt. Den
forsta méngden &r icketom, vilket innebér att j ligger mellan 1 och n. Vi far
alltsa att

=1 i=0

For att berdkna den genererande funktionen P(x) noterar vi att

P(z) = ZPn%T = 1+ZPH%T

n>0 n>1
n—1 n n—1 7 n—i

- Yy (j)p%:wzzaj—!h

n>1 =0 n>1i=0

Zb gl bl

= L Y Pyt Ll Py

>0 n>i+1 >0 j>1
- 1+Zpif_—fz% =1+ P(z)(e® — 1),

i>0 >

och dérmed att P(z) =1/(2 — e).

0.10. (Uppdaterad den 17 april.) Forst paminner vi om att det n:te Belltalet
B, ar lika med antalet partitioner av méngden {1,...,n}. For en given vin-
nande kastsvit, lat A; vara méangden av pilar som hamnar i ring 7. Lat k vara
maximalt sadant att nagon pil hamnar i ring k. Detta innebéar att Agyq1,..., A4,
ar tomma, och villkoret (3) ger att Ai,..., Ay alla ar icketomma. I synnerhet
ar {Ay,..., Ar} en partition av {1,...,n}.

Vi vill visa att vi har en bijektion mellan vinnande kastsviter och parti-
tioner av {1,...,n}. FoOr en given partition vill vi alltsi visa att det finns
precis en kastsvit som ger denna partition enligt ovanstaende procedur. Ordna
méngderna i partitionen som {Aj,..., A;} sa att

min A; < min A < --- < min Ag.

For en given partition ordnar vi alltsa méngderna i stigande f61jd med avseende
pa varje mingds minsta element. Vi har da att en vinnande kastsvit ger upphov
till partitionen {4y, ..., Ax} om och endast om A; &r den méngd av pilar som
hamnar i ring ¢ for 1 <14 < k. Villkoret (3) &r ndmligen ekvivalent med att det
minsta elementet i A; &r mindre &n det minsta elementet i A; for alla ¢ < j.



O.11.

(a) I en given permutation med k cykler, studera den cykel som innehaller
elementet n. Om lingden pa cykeln ar r har vi att cykeln dr pa formen
(z1,...,2.), dir , = n. Det finns (n—1)!/(n—r)! sitt att vilja elementen
Z1...,Ty—1 och sedan c,_,j—1 sitt att vilja de 6vriga £ — 1 cyklerna; vi
har n — r aterstaende element. Talet r &r som minst 1 och som mest
n—(k—1)=n—k+1, ty om r ar storre &n n — k + 1 finns det inte plats
for ytterligare k — 1 cykler i permutationen. Vi erhaller ddrmed att

n—k+1 (n . 1)|

Cn,k = Z 7|Cn—r,k—1-
— (n-n)
(b) Vi ar intresserade av
, xnfl
i) = 2 ens
n>k ’

alltsa derivatan av

fr(z) = Z Cn,k%r;-

n>k
Vi ser att
a1 " (n - 1) a1
Cnk7 =y — Cn—rk—1
nEZ:kn (n—1)! nzz:k ; (n—r)! """ (= 1))
> ¥
= Cn*r k)*l N
’ — )]
r>1n>r+k—1 (n T)'
_ _ r—1 ™ - 1
m=n—r] = Zm Z cmk,l-ﬁ—m-fk,l(x).

r>1 m>k—1
(¢) Vi anvénder induktion 6ver k for att bevisa pastaendet. For k = 0 far vi

att
(—In(1—2))° 1
o! -
vilket &r lika med fo(x). Anta att k > 1. Induktion ger att

_ fr—1(x) 1 (—In(1 — 2))k1

fi(x)

11—z 1—x (k—1)

ar lika med

k
Vi har nu att derivatan av (—IH(+T))

D(=In(1—2))- & (@ -zt 1 (-2t fia(a)

k! 1—-z (k-1 — 1-=z
Alltsa ar N
—1In(1 —
fk(x):%ch

for nagon konstant C. Eftersom cp = 0 &r konstanttermen i fj(x) lika
med noll, vilket innebar att C' = 0.



0O.12.

(a) I en given partition med k delméngder, studera den delméngd som in-
nehaller elementet n. Om storleken pa delmédngden &r r har vi (’le)
mojligheter for de 6vriga r — 1 elementen i mangden och sedan S, 1
sitt att vilja de 6vriga k — 1 delméngderna; vi har n — r aterstaende el-
ement. Talet r & som minst 1 och som mest n — (k—1) =n —k + 1,
ty om r ar storre &n n — k + 1 finns det inte plats for ytterligare k — 1

delméngder i partitionen. Vi erhaller darmed att

n—k+1 n—1
Sn,k = Z <’I" - 1>Snr,k1

(b) Vi ér intresserade av
~1

:L.’ﬂ
BT

fi(x) = Z Sh.k

n>k (n

alltsa derivatan av

fr(z) = Z Sn,k:;_r;~

n>k
Vi ser att
n—1 n—k+1 n—1
x n—1 x
Sy = L X (1)
’ —_ | _ ’ _ |
n>k (n 1) n>k r=1 r 1 (n 1)

r—1 n—r

=2 X S”*“’“*l'(r—1)!:(n_r)!

r>1n>r+k—1

xrfl M .
m=n-r] = E 1) E S k-1 * ml =e" fr-1(z).
r>1 ’ )

m>k—1

(¢) Vi anvénder induktion 6ver k for att bevisa pastaendet. For k = 0 far vi

att 0
[Gillult) Y
0!

vilket &r lika med fo(x). Anta att k > 1. Induktion ger att
o T (ea: — 1)1671
fi(x) =" fri(zx) = e ERUES

x k
Vi har nu att derivatan av (e ,;1) ar lika med

(o _ 1\k—1 r _ 1\k—1
D(e”’—l)'—k (e X D ze‘”-i(e(k _13)! =e" fr-1(z).
Alltsa ar N .
iy == e

k!
for nagon konstant C. Eftersom Sy = 0 &r konstanttermen i fi(z) lika
med noll, vilket innebér att C' = 0.



0.13. Studera diagrammet for en given partition. Antalet kvadrater i kolumn
1 ar lika med antalet delar. Antalet kvadrater i rad 1 &ar lika med den storsta
delen i partitionen. I synnerhet har vi att en partition har hogst k delar om
och endast om den storsta delen i partitionens konjugat (se avsnitt 1) dr hogst
k. Konjugat ger alltsa en bijektion mellan partitioner med hogst k delar och
partitioner sadana att varje del dr hogst k.

0.14. Vi har en bijektion mellan méngden av partitioner av talet n och
méngden av partitioner av talet kn sadana att varje del ar delbar med k. Av-
bilda nédmligen partitionen

n=a1+- -+,

pa
kn=kxy+ -+ kz,.

0.15. Studera en partition som &r lika med sitt eget konjugat. Idén i beviset
ar att dela in partitionen i "hakar” och bilda en {6ljd (b1,...,bs) s& att b; ar
storleken pa den i:te haken. For att beskriva proceduren studerar vi Figur 2, dér
hakarna i diagrammet &r markerade med omvéxlande vitt och gratt. Storleken
pa hakarna &r i tur och ordning 13, 7, 5 och 1, vilket ger f6ljden (b1, ba, bs, bs) =
(13,7,5,1) och alltsa partitionen 26 = 13 + 7+ 5 + 1, en partition med udda
och sinsemellan olika tal. Storleken pa en given hake &r uppenbarligen udda och
minst tva mer &n haken precis innanfér. Detta medfor att f6ljden (by,...,bn)
alltid bestar av udda och sinsemellan olika tal. Omvént kan vi for en sadan f6ljd
sitta ihop hakar som i Figur 2 och pa sa sétt fa en partition som ar lika med
sitt eget konjugat. Detta ger en bijektion mellan de tva mangder av objekt som
skulle raknas.



0.16. Se Figur 4 for de unika tablaerna.

5167 11314]5]|14
8 |11]12 216 7|15]16
9 1315 11213]15]18]19]10]14 819110
10(14]16 4167 (11(12])13|15(16{ ([11]12]13

_lw || =

Figur 4: De unika fullstindiga tablderna i uppgift O.16.

I fallet med den forsta tablan kan vi resonera stegvis pa foljande sétt:

(i) Elementet 4 befinner sig i den fjdrde raden. Detta innebér att den enda
mojligheten for de tre positionerna ovanfér 4 i den forsta kolumnen &r
elementen 1, 2 och 3.

ii) Eftersom 7 ligger i den fjarde kolumnen finns det bara tva mdéjligheter for
de tva positionerna till vénster om 7 i den andra och tredje kolumnen,
namligen 5 och 6.

(iii) Eftersom elementet 10 ligger pa den fjarde raden méaste elementen ovanfor
10 pa den andra och tredje raden att vara 8 och 9.

(iv) Med elementet 12 i den fjarde kolumnen maste 11 ligga den tredje kolum-
nen direkt till vanster om 12.

(v) Eftersom 14 ligger i den fjarde raden och den tredje kolumnen finns det
bara en mojlighet fér de aterstaende elementen 13, 15 och 16.

Se Figur 5 for illustrationer av de mellanliggande stegen (i)-(iv).

7] LBl 7] [1]s5]e]7] [1]5]6]"
12| [2 12| [2 12| |2 [ [i12
3 3 3|9
4 [10]14 4 1014 4 [10]14 4 [10]14

(1) (ii) (iii) (iv)

Figur 5: Steg (i)-(iv) i 1sningen till uppgift O.16, forsta tablan.

Pa liknande sétt kan vi resonera for de tva 6vriga tablaerna; se Figur 6 och
Figur 7 for de mellanliggande stegen.



58 14 [1]2[3]5]8 14
4 11 11

() (i)
3]5]8
a]e|7[n
(iii)

Figur 6: Mellanliggande steg i 16sningen till uppgift (5.16, andra tablan.
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Figur 7: Mellanliggande steg i 16sningen till uppgift 0.16, tredje tablan.



- .. 123456 .
0.17. Resultatet for <4 5963 1 ) blir
113 6| 112 4|
215 , 1315
[ 4] 1 6]
. 123456 .
Resultatet for (6 351 9 4> blir
112 4| 113 6|
315 , 1215
16 |4

Att vi far samma par av tablaer fast i omvind ordning beror pa att de tva
permutationerna ar varandras inverser.

0.18. Resultatet blir

1]2]7 1[2]7
3]5]8 3[5]8
4 T4
1 6] 1 6]

Tablaerna ar lika eftersom permutationen &r sin egen invers.



0.19. Resultatet blir
(al as | az | -+ | ap 1 2 3 el n >

by | ba | b3 |- | by | | n+1|n+2|{n+3|---|2n

Efter n steg har vi ndmligen paret

([afbafbs |- [ba], [1]2]8] - [n]).

Detta foljer av att by < by < -+ < by,
Vi anvander induktion 6ver k, 0 < k < n, for att visa att vi efter n + k steg
av algoritmen har paret

ai | - | ax bk+1|"'|bn| 1 k k+1||n|
by |- | bk Cn1 | n+k '

Observera att k = n ger det slutliga paret av tablaer.

Basfallet & = 0 stimmer uppenbarligen. Anta att k& > 0 och studera steg
n+k+1 av algoritmen. Det aktuella talet som ska in i algoritmen &r ag41. Enligt
antagandena har vi att ap < agy1 < bgy1. Detta innebér att apy; hamnar i
kolumn k + 1 pa den position dér just nu by befinner sig. Eftersom by < bgy1
knuffas biy1 ner till positionen langst till hger pa den andra raden. Resultatet
blir alltsa

( a1 |- Jaw [ apgr [bega |- [ bn ]
by | - | b | brga ’

L[] &k k+1 [k+2]--- |n]
n+l|--- |n+k|n+k+1 ’

vilket avslutar induktionsbeviset.



