Losningsforslag till ovningsuppgifter, del 111

Obs! Preliminar version!

0.1. Maéangden av kanter med vikt 1 innehaller inga cykler, vilket innebéar att
det finns ett uppspannande trad som innehaller samtliga kanter med vikt 1. Det
finns r(k — 1) sadana kanter. Eftersom ett trid pa rk horn innehaller rk — 1
kanter behover vi ytterligare (rk — 1) — r(k — 1) = r — 1 kanter {or att fa ett
uppspéannande trad. Dessa kanter har alla vikt 2, vilket innebér att totalvikten
pa ett minimalt uppspannande trad ar

lortk—=1)+2-(r—=1)=rk+r—2.

0.2. Fér n =1 har vi en graf med tva horn 0 och 1 och en kant med vikten 1.
Det enda uppspannande tréddet har uppenbarligen vikten 1.

Lat n > 2 och anvénd induktion. Foér ¢ = 0,1, lat H, ; vara den inducerade
delgrafen av H,, bestaende av alla hérn som slutar med i. Observera att vi kan
identifiera H,, ; med H,_;; identifiera hérnet b1by...b,_17 i Hy ; med hoérnet
biba...bp—1 1 Hyp—1. I synnerhet har ett minimalt uppspannande trad i H,
samma vikt som ett minimalt uppspdnnande trad i H,—;. Induktion ger att
denna vikt ar lika med

2" —(n—-1)—-2=2"—-n—1.

Den giriga algoritmen (greedy algorithm) ger att ett minimalt uppspénnande
trad i H,, har minsta méjliga antal kanter med maximal vikt n. Plockar vi bort
alla kanter med vikt n fran H,, far vi en graf bestande av tva sammanhéingande
komponenter som é&r precis Hyo och H, 1. Vi far alltsa ett minimalt upp-
spannande trad i H, genom att forst valja ett minimalt uppspannande trad i
var och en av graferna H,, o och H, 1 och sedan ligga till en enda kant med vikt
n som sammanbinder dessa bada grafer. Totalvikten for ett sadant trad blir

202" —n—1)+n=2"" -2 —24n=2""" —pn_2



0.3.

(a) Lat T och U vara tva olika uppspannande trad i G. Vi vill visa att
hogst ett av dessa tréad &r minimalt. Detta medfor att det finns ett unikt
minimalt uppspannande trad i G.

Sortera kanterna i 7' och U i véxande ordning med avseende pa vikten
som (eq,...,e,—1) respektive (f1,..., fn—1). Lat k vara minimalt sadant
att ep # fr. Vi kan anta att w(er) < w(fy); fallet da w(fi) < w(eg)
ar analogt. Studera grafen U + ei. I denna graf finns en unik cykel som
innehaller kanten ej. Denna cykel maste innehalla nagon kant f; sadan att
j >k, ty kantméngden {f1,..., fi—1,ex} = {€1,...,ex_1, ex} innehaller
ingen cykel; T &r ett trad. I synnerhet har vi att w(er) < w(f;). Plockar
vi bort f; fran U + e; far vi ett uppspénnande trdd U’ vars totalvikt
ar strikt lagre &n totalvikten pa trddet U. Slutsatsen ar att U inte ar
minimalt.

(b) For den ena riktningen, anta att det finns en kant e i G\ T sadan att den
unika cykeln i 7'+ e innehaller en kant f sadan att w(e) < w(f). Da ar
(T +e) — f ett uppspannande trid till G med ldgre totalvikt &n T'. Alltsa
ar T inte minimalt.

For den andra riktningen, anta att 7' inte dr minimalt. Lat U vara ett
minimalt uppspénnande trad i G. (Enligt (a) & U unikt.) Precis som i
16sningen till (a) sorterar vi kanterna i T' och U i vixande ordning med
avseende pa vikten som (eq,...,e,—1) respektive (f1,..., fn-1). Lat k
vara minimalt sidant att ey # fi. Enligt 16sningen till (a) kan vi inte ha
att w(er) < w(fk), ty detta skulle innebéra att U inte &r minimalt. Alltsa
ar w(er) > w(fr). Den unika cykeln i T' 4 fi, kan inte enbart besta av
kanter fran méngden {ei,...,ex—1, fx} = {f1,---, fu—1, fx}, ty detta &r
en delméngd till kantméngden till U. Alltsa innehaller cykeln en kant e;
sadan att j > k. Eftersom w(e;) > w(ex) > w(fx) drar vi slutsatsen att
f1 inte har maximal vikt i den unika cykeln i T+ f.

0.4. Lat (v1,va,...,v,) vara en Hamiltoncykel. Eftersom varje kant samman-
binder ett horn fran A och ett horn fran B kommer vartannat horn att tillhora A
och vartannat horn att tillhora B. Om v, tillhor A kommer alltsa alla v; sadana
att ¢ 4r udda att tillhéra A och alla Gvriga horn att tillhora B. Dessutom har
vi en kant mellan v; och v,, vilket innebar att v, tillhor B om vy tillhoér A. I
synnerhet dr n jimnt, och |A| = |B| = n/2.



0.5.

(a) Se Figur 11 for exempel pa Hamiltoncykler i G4 och Gs6. (Det finns
forstas manga andra mojligheter.)

(b) Notera att Gy j &r bipartit. Detta ser man direkt om man placerar grafen
pa ett schackbrédde som i Figur 12; varje kant gar mellan en gra och en
vit ruta. Nar r och k ar udda ar aven rk udda. I synnerhet har vi ett
udda antal hérn i G, i, vilket innebér att antalet gra rutor inte ar lika
med antalet vita rutor. Enligt foregaende uppgift innebédr detta att det
inte finns nagon Hamiltoncykel i Gy k.

Figur 11: Hamiltoncykler i G4 (till vinster) och G5 ¢ (till hoger).

Figur 12: Gittergrafen G5 7 ritad pa ett schackbréde.



0.6.

(a)

Lat (vi,...,v2,) vara en Hamiltoncykel i G. Da utgor kantméngderna

My = {(v1,v2), (v3,v4), ..., (Vam—1,V2m)}

och
M = {(v2,v3), (V4,05), . .., (Vam—2, Vom—1, (Vam,v1)}

perfekta matchningar i G, och de tva méngderna har inga gemensamma
kanter.

Lat an en gang (v1,...,v9,) vara en Hamiltoncykel i G. Definiera kant-
méngderna M; och My precis som i (a), och lat M3z vara méangden av
kanter i G som inte finns med i vare sig M; eller My. Vi har att M3 ar en
perfekt matchning. For varje hérn i G finns det ndmligen exakt tre kanter
i G som innehaller hornet. Eftersom precis en av dessa kanter &r med i
M och precis en dr med i My aterstar precis en kant som ar med i M3.
Detta ar ekvivalent med att M3 ar en perfekt matchning.

Vi 16ser problemet genom att anvénda metoden i (b). Forst hittar vi en
Hamiltoncykel i grafen; se bilden till vanster i Figur 13. Denna Hamil-
toncykel kan vi sedan dela upp i tva perfekta matchningar M; och Ms,
och de kanter som ej ar med i cykeln bildar en tredje matchning Ms. I
bilden till héger i Figur 13 har vi markerat M; med tjocka svarta kanter,
M med tjocka graa kanter och M3 med tunna svarta kanter.

Figur 13: Till vénster en Hamiltoncykel i grafen i uppgift O.6 (¢). Till hoger
en uppdelning av kanterna i tre perfekta matchningar.



0.7.

(a)

Lat P vara Hamiltonstigen (1,2,3,...,n).

Om (1,) och (i—1,n) fanns med i G skulle vi f& en Hamiltoncykel genom
att ga framat i P fran 1 till ¢ — 1, hoppa fran i — 1 till n, ga baklénges i P
fran n till 4 och hoppa tillbaka fran ¢ till 1. Se den forsta bilden i Figur 14
for en illustration.

Den hér gangen skulle vi fa en Hamiltoncykel genom att ga framat i P
fran 1 till 4 — 1, hoppa fran i — 1 till j + 1, ga framat i P fran j + 1 till n,
hoppa fran n till j, ga bakat i P fran j till ¢ och hoppa tillbaka fran ¢ till
1. Se den andra bilden i Figur 14 for en illustration.

Har skulle vi fa en Hamiltoncykel genom att ga framat i P fran 1 till ¢ —1,
hoppa fran i — 1 till j — 1, ga bakat fran j — 1 till 4, hoppa fran ¢ till n, ga
bakat fran n till j och hoppa tillbaka fran j till 1. Se den tredje bilden i
Figur 14 for en illustration.

Figur 14: TBD uppgift O.7.



0.8.

(a)

I Figur 15 har vi markerat ett maximalt flode och i vilka riktningar de olika
kanterna anvénds. Beteckningen a/b vid en given kant betyder att flédet
genom kanten ar a och att kapaciteten ar b (uttryckt i enheten hundra
miljoner kubikmeter per vecka). Vardet pa flodet fran S till T &r som synes
6. Att flodet &r maximalt kan man se genom att studera snittet av kanter
som skiljer landerna B och T fran de fyra andra landerna. Detta snitt har
uppenbarligen véirdet 6 och utnyttjas maximalt. Detsamma géller snittet
som skiljer landerna S och A fran de fyra 6vriga landerna.

For att uppna ett flode pa 8 (uttryckt i enheten hundra miljoner kubik-
meter per vecka) behover man 6ka totalflodet fran S till T med 2. Som
man kan se i Figur 15 finns det utrymme att 6ka flédet saval fran S till
A som fran B till T' med just denna méngd. Ledningen fran A till B ska
alltsa ha kapaciteten 2 for att tillgodose T":s behov.

3/3 B

A 4/4

Figur 15: Néatverket i uppgift 0.8.



0.9.

(a)

Bilda ett nytt natverk D’ genom att lagga till ett nytt horn ¢ och dra
en riktad kant fran ¢; till ¢ for 1 < i < r. Ge kanten (t;,t) sa pass hog
kapacitet att den dverstiger den totala kapaciteten in i ¢; (alltsa i praktiken
obegriansad kapacitet). Vi vet hur man bestdmmer ett maximalt fléde i
D’ med killa s och sénka t.

For ett flode f/ 1 D' far vi ett fldde f 1 D genom att plocka bort de tillagda
kanterna. Omvént kan vi utvidga ett flode f i D till ett flode f' i D’ genom
att definiera f/(t;,t) att vara nettoflddet in i ¢;. Detta ger en bijektion
mellan floden i D och fléden i D', och uppenbarligen bevaras storleken
under denna bijektion, ty storleken ges av flédet ut ur s.

For att sammanfatta bestimmer vi att maximalt flode i D genom att forst
bestamma ett maximalt flode i D’ med kalla s och sinka t pa sedvanligt
vis och sedan plocka bort de tillagda kanterna.

Gor precis som i (a), men definiera kapaciteten for (¢;,t) i D’ att vara
p;. Med hjalp av bijektionen i (a) mellan fléden i D och D’ ser vi att vi
har ett flode i D med onskade egenskaper precis da motsvarande flode i D’
utnyttjar kapaciteten i kanten (¢;,¢) maximalt f6r 1 <i < r. Detta innebéar
att vart problem &r 16sbart om och endast om det finns ett maximalt flode
i D" av storlek Y!_, p;.



O.10.

(a) Vi hittar forst ett godtyckligt maximalt flode f, sig det langst till vanster

i Figur 16. Att flddet &r maximalt inses genom att notera att storleken pa
flodet ar 9, vilket ar lika med storleken pa snittet bestaende av kanterna
som utgar fran s och dven storleken pa snittet bestaende av kanterna som
gar in i ¢. Eftersom f(a,b) = +1 > 0 kan vi valja f1 = f.
Vi vill nu hitta fs och f3. Notera att varje maximalt flode utnyttjar ka-
paciteten hos kanterna vid s och ¢ maximalt. Var enda frihet &r ddrmed
flodet genom kanterna mellan hérnen a, b och ¢. Vi illustrerar detta
delndtverk i den andra bilden fran vénster i Figur 16. I ett maximalt
flode ar flodet in i ¢ fran s lika med 4 och flédet ut ur ¢ till ¢ lika med
2. Det totala nettoflodet fran ¢ till @ och b i delndtverket ar alltsa +2.
Pa samma sitt far vi att det totala nettoflodet fran a till b och ¢ dr —1,
liksom det totala nettoflddet fran b till @ och ¢. Vi kan dérmed definiera
f2 och f3 som i den tredje respektive fjarde bilden i Figur 16.

(b) Se Figur 17 for ett nitverk med onskade egenskaper. Vi overlater till
lasaren att hitta tre maximala fldden f1, fo och f3 sidana att f1(a,b) > 0,
fa(a,b) =0 och f3(a,b) <O0.

Figur 16: Langst till viinster ett maximalt flode f; i uppgift 0.10 (a) sadant att
fi1(a,b) > 0. Tvaa fran vanster det delnéitverk som erhalls om vi tar bort kéllan
och sénkan. Till hoger floden fo och f3 sadana att fao(a,b) = 0 och f3(a,b) < 0.

Figur 17: Exempel pa ett nitverk med egenskaper som i uppgift 0.10 (b).



0.11. Definiera ett niitverk med hérnmingd {s,t} U A U B pa foljande vis:
Dra en riktad kant fran varje hérn i A till varje hérn i B, och ge denna kant
kapaciteten 1. Dra &ven en riktad kant fran s till vart och ett av hornen i A,
och ge kanten fran s till a; vikten ¢;. Dra slutligen en riktad kant fran vart och
ett av hornen i B till ¢, och ge kanten fran b; till ¢ kapaciteten d;. Problemet
att konstruera en bipartit graf med onskade egenskaper ar ekvivalent med att
hitta ett maximalt fldde 1 detta nétverk sadant att alla kanter ut ur s och ini¢
utnyttjas maximalt.

(Se 18.1.4 (Gale-Rysers sats) i Cameron om du vill férdjupa dig i det héar
problemet.)

0O.12.

(a)

Lat v; och vy vara hérn i G;UG2. Om bada hornen tillhor G; for nagot 4 ar
avstandet mellan hornen hogst diam(G;) < diam(G;) + diam(G3). Anta
att vy tillhor G och att vs tillhor Ga. Eftersom Vi N Vs ar icketom finns
ett horn w som tillhor bada graferna. Per definition har vi att avstandet
mellan v; och w &r hogst diam(G;) och att avstandet mellan w och vy
ar hogst diam(G3). Avstandet mellan v; och ve dr ddrmed som mest
diam(G1) + diam(G3). Slutsatsen ar att diametern av G7 U G2 ar som

mest diam(G1) + diam(Gs).

Lat G vara den kompletta grafen pa hérnméngden {1,2}, och lat G5 vara
grafen med hérnméngd {2, 3,4} och kantméngd {(2,3), (2,4)}. Eftersom
2 &ar granne med alla andra hérn i G; U G har vi att diam(G; U Ga) = 2.
Detta dr mindre dn diam(G;) + diam(G2) = 1+ 2 = 3. (Det finns forstas
manga andra exempel.)



0O.13.

(a)

Uppenbarligen géller att 7,(G) > 7(G) for varje v. Lat W vara en
kanttdckning av G av storlek 7(G). Vi har da att dven W U {v} &r en
kanttdckning av G. Denna kanttdckning har storlek 7(G) eller 7(G) + 1
beroende pa om v tillhér W eller inte. Alltsa &r 7,(G) < 7(G) + 1.

Anta att v &r ett horn sadant att varje kanttédckning av G som innehaller
v har storlek minst 7(G) +1. Da finns det ingen kanttackning W av G —v
av storlek 7(G) — 1, for i sa fall skulle vi ha en kanttdckning W U {v} av
G av storlek 7(G).

Anta omvéant att det inte finns nagon kanttickning av G — v av storlek
7(G) — 1. Da finns det ingen kanttackning W av G av storlek 7(G) sadan
att v tillhdr W, f6r om en sadan fanns skulle W\ {v} vara en kanttdckning
av G — v av storlek 7(G) — 1.

Slutsatsen &r att varje horn v i G dr med i en kanttiackning av G av storlek
7(G) om och endast om G — v har en kanttackning av storlek 7(G) — 1 for
varje horn v i G.

Vi har att 7(K,,) =n — 1. Tar vi bort kanten mellan tva horn, sig a och
b, far vi en graf G sadan att 7(G) = n — 2, ty méingden bestaende av alla
hérn utom a och b &r en kanttdckning av G. Alltsa ar K, kantkritisk.

Lat (v1,va,...,V2m+1) vara Hamiltoncykeln i Copp,q1. Varje horn técker
tva kanter, vilket innebér att vi behéver minst m + 1 hérn for att ticka de
2m + 1 kanterna. Eftersom hérnméangden {v1, vs, vs, ..., Vam41} utgor en

kanttdckning av storlek m + 1 drar vi slutsatsen att 7(Capt1) = m + 1.
Tar vi bort en kant, sdg den mellan vy och vg,, 41, far vi en graf som kan
tackas med hornméngden {vq,v4,vs,...,v2m}, en méngd av storlek m.
Alltsa ar Copmq1 kantkritisk.



0.14.

(a) Studera ett hérn A i H,, j. Per definition &r A en delméngd till {1,...,n}
med k element. Ett annat horn B dr granne med A om och endast om
B ar en delméngd till X = {1,...,n} \ A med k element. Eftersom X
innehaller n — k element finns det (";k) sadana horn.

(b) For att berdkna diametern noterar vi att tva olika hérn antingen &r dis-
junkta eller har ett gemensamt element. I det forsta fallet &r hornen
grannar. I det andra fallet & hornen pa formen ab = {a,b} och bc =
{b,c}, dar a, b och c alla ar olika. Vi kan ga fran ab till bc via hornet
de ={d,e} ={1,2,3,4,5}\ {a,b, ¢}, vilket innebér att diametern &r 2.
For att berdkna omfanget noterar vi att varje stig av ldngd tre med
tre olika horn &r pa formen (ab, cd, ea), dar {a,b,c,d,e} = {1,2,3,4,5}.
Hornen ab och ea ar inte grannar, och den enda gemensamma grannen
till de tva hornen &r cd. Alltsa saknar grafen cykler av lingd tre och
fyra. Omfanget ar ddrmed minst lika med fem. (12,34,51,23,45) ar ett
exempel pa en cykel av langd fem, vilket visar att omfanget ar precis fem.

(c) Eftersom B och AU C é&r disjunkta och |A| = |B| = |C| = k maste vi ha
att
[A\NC|=|AUC| - |C| < (n—|B]) —k=n—2k.

(d) Anvénd induktion 6ver i. For ¢ = 1 far vi olikheten som vi visade i (c).
Anta att ¢ > 2, och anviind induktion. Genom att anvénda ledningen till
uppgiften med X = Ay, Y = Ag;—1 och Z = Ay;; erhaller vi att

[A1\ Agiq1| < A1\ Agii| + |A2i—1 \ Azita].

Induktion ger att |41\ A2;—1] < (i—1)(n—2k) och |Ag;i—1\ Agiy1| < n—2k,
vilket kombinerat med ovanstaende medfor att

A1\ Agip1| = A1\ Agici| + | A2i—1 \ Azita]-
(i — 1)(n — 2k) + (n — 2k) = i(n — 2k).

IN

Anta nu att (Aq,..., Ag;y1) ar en cykel. Detta innebér att A; och Ag;iq
ar disjunkta, vilket medfor att |A; \ Agit1| = |41] = k. Instoppat i
ovanstaende olikhet far vi att

k<i(n—2k)<<=1i>

n
= 2i+1> .
n — 2k r ~n—2k

n
n—2k

Alltsa innehaller cykeln minst element.




0.15.

(a) Frankrike, Luxemburg, Belgien och Tyskland har alla gemensam grins
med varandra, vilket innebér att vi behover fyra olika farger for dessa
fyra lander.

(b) Om vi fargar Tyskland gul, Polen réd och Tjeckien bla maste vi i tur
och ordning firga Slovakien gul, Osterrike réd, Ungern blé, Slovenien gul,
Schweiz bla, Frankrike réd, Belgien bla och Nederldnderna réd. Efter-
som fargningen ar entydigt bestdmd av fargerna pa Tyskland, Polen och
Tjeckien finns det 3! = 6 fargningar med tre farger.

0.16. Vi anvinder induktion och formeln med borttagning och kontrahering
av kanter. Basfallet &r n = 3, dar vi har att

(r=1°+(-1’(r = 1) = (r = )(r* = 2r) = r(r = 1)(r — 2) = xc, (7).

Anta att n > 4, och lat e vara en godtycklig kant i C,,. Tar vi bort e far vi
grafen P, bestaende av en Hamiltonstig av hérnlangd n. Kontraherar vi e far
vi en cykel av lingd n — 1, alltsa grafen C,_;. Detta innebér att

xc, (r) = xp,(r) = xc,_.(r).
Det kromatiska polynomet for P, uppfyller

xp, (r) =r(r—1)""1

Det forsta hornet i stigen kan ndmligen fargas pa r sitt i en r-fargning. Givet
att vi har vi fargat hérn ¢ — 1 kan vi farga horn ¢ pa » — 1 sdatt. Multiplikation
ger den 6nskade formeln.

Per induktion erhaller vi att

XCpr (1) = (r=1)" 14 (=1)" 1 (r = 1),
Slutsatsen ar att

o) = xpa() = Xeu (1)
P = 1" = (= )" (<) - 1)
= - (- 1),



0.17.

(a)

For 1 < k < r, lat ai vara antalet r-firgningar av G sadana att v ges
fargen k. Det dr uppenbart att aj inte beror pa k; antalet fargningar
blir detsamma oavsett vilken farg vi ger v. Eftersom det totala antalet
farningar ar xq(r) far vi att varje ay ar lika med yq(r)/r.

Lat » > 1. Anta att vi vill firga G U H med r farger. Forst fargar vi G,
vilket kan goras pa xg(r) olika sitt. Sedan fargar vi H, vilket vi dock
gor med restriktionen att hérnet v maste ha samma farg som i fargningen
av G. Genom att anvinda (a) drar vi slutsatsen att vi kan farga H pa
xm(r)/r olika satt. Multiplikation ger det 6nskade resultatet.

0.18.

(a)

For en given foljd ¢ = (¢, . .., ¢x) av parvis olika farger fran {1,...,n}, lat
ac vara antalet r-fargningar av G sadana att w; ges fargen ¢; for 1 <i < k.
Det ar uppenbart att ac inte beror pa c, ty enda skillnaden mellan olika ¢
ar namnen pa fargerna. Antalet olika c ar r!/(r — k)!, vilket ger att varje
ac ar lika med (r — k)Ixg(r)/rl.

Lat » > k. Anta att vi vill firga G U H med r farger. Forst fargar
vi G, vilket kan goras pa xq(r) olika sitt. Sedan fargar vi H, vilket vi
dock gor med restriktionen att hérnen i W maste ha samma férger som i
fargningen av G. Eftersom W &ar en klick i savil G som H kan vi anvénda
(a) for att dra slutsatsen att vi kan farga H pa (r—k)!x g (r)/r! olika sétt.
Multiplikation ger det 6nskade resultatet.



0.19. Vi anviinder oss upprepade ganger av uppgift 0.18 (b). Lat v och w
definieras som i bilden langst till vanster i Figur 18.

Figur 18: Uppdelningen av P i losningen till uppgift O.19.

Dela upp grafen i delgrafer G och H som i bilden i mitten i Figur 18. Enligt
uppgift O.18 (b) har vi att

Xc(r)xm(r)

xp(r) = r(r—1)

Vi kan skéra upp grafen G pa ytterligare sju stéllen sa att vi far den uppdelning
som vi har langst till hoger i Figur 18. Genom att tillimpa (a) sju ganger och
anvanda oss av det faktum att alla resulterande grafer &r isomorfa med H drar
vi slutsatsen att

(xm(r)®

xa(r) = my
vilket medfor att 0
vy =
I uppgift 0.16 riknade vi ut att
xur) =@ -1+ —1)=7r—1)(r*-3r+3).
Dérmed har vi att

r(r—1)%(r? — 3r + 3)?
xp(r) = : 7“5)5(7(“—1)8 =

=r(r —1)(r® = 3r 4 3)°.



0.20.

(a) For en given fargning av hornen i G med x(G) farger, lat U; vara mangden
av horn som fatt farg 7. Per definition &r varje U; en oberoende méangd,
vilket ger att

x(G) x(G)
=3 IUi < Y a(G) = x(@)a(G)

(b) Forst noterar vi att f.(G —e) — f-(G) &r lika med antalet oberoende
méngder 1 G — e av storlek r som innehaller bade v och w. Alla andra
oberoende mingder i G — e dr namligen oberoende aven i G.

Lat nu I vara en hornméngd i G/e. Vi har tva fall:

— I innehaller inte det horn z som svarar mot den kontraherade kanten
e. Da ar I oberoende i G/e om och endast om I ar oberoende i G'.

— I innehaller hérnet x. Da &r I oberoende i G/e om och endast om
(I'\{z})U{v,w} ar oberoende i G — e.

Alltsa &r fr(G/e) lika med fi(G') plus antalet oberoende méangder I i
G — e av storlek k + 1 sadana att bade v och w tillhér I. Enligt ovan ar
detta antal lika med fr11(G —e) — fr+1(G). Slutsatsen ar att

fi(Gle) = fu(G") = fre1(G —€) = fr41(G).
Med r = k£ — 1 far vi att detta ar ekvivalent med att

fT(G) = fT(G - e) + fr—l(G/) - fr—l(G/e)-



0.21. Se Figur 19 for representationer av de fem graferna utan korsande kanter.
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Figur 19: De fem graferna i uppgift O.21 ritade utan korsande kanter.
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0.22. Inget 16sningsforslag pa denna uppgift.



0.23.

(a) Kontraherar vi de markerade kanterna i Figur 20 ser vi att K5 ar en minor
till P. Kuratowski-Wagners sats ger darmed att P inte ar planér.

(b) Vi visar att P — e har K33 som minor; enligt Kuratowski-Wagners sats
medfor detta att P — e inte dr plandr. Forst kontraherar vi kanterna
(12,34) och (41, 52), vilket ger grafen till vénster i Figur 21. Kontrahering
av kanterna (23,51) och (12,45) ger sedan grafen till hoger i Figur 21.
Denna graf ar i sjélva verket K3 3, vilket avslutar beviset.

(c¢) Grafen ar planér, vilket framgar av den planéra framstéllningen i Figur 22.

24 35 24 35

41 1
41 13 s

23 45

Figur 21: Tllustration av lésningen till uppgift O.23 (b).
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Figur 22: Planir framstillning av grafen i uppgift 0.23 (c).



0.24.

(a)

Anta att saval D+ (v, w) som D + (w,v) innehaller en riktad cykel. Detta
innebér att D innehaller dels en riktad stig fran w till v och dels en riktad
stig fran v till w. Satter vi samman dessa bada stigar far vi en riktad
cykel i D, vilket ar en motsagelse.

Ur (a) foljer att by ar lika med antalet acykliska orienteringar D av G — e
sadana att precis en av D + (v, w) och D+ (w,v) ar acyklisk. Vidare ar a;
antalet acykliska orienteringar av G som antingen &r pa formen D+ (v, w),
dér D + (w,v) ej ar acyklisk, eller pa formen D + (w,v), dar D + (v, w) €]
ar acyklisk. Detta ger att a3 = b;.

For att visa att as = 2bs, lat X vara mangden av acykliska orienteringar
D av G — e sadana att bade D + (v, w) och D + (w,v) &r acykliska. Lat
Y7 vara méngden av acykliska orienteringar D av G sadana att kanten
e ar riktad fran (v,w) och siddana att vi kan &ndra riktning pa e och
fortfarande ha en acyklisk orientering. Lat Y5 vara den méngd av acykliska
orienteringar som erhalls fran Y; genom att &ndra riktning pa kanten e.
Vi har uppenbarligen lika manga element i Y7 och Y3, och |Y1|+ |Y2| = as.
Vidare har vi en bijektion fran X till Y7 som ges av att lidgga till kanten
(v, w). Slutsatsen blir att

by = [X]| = V1] = [Y2| = a2/2.

Lat D vara en acyklisk orientering av G sadan att D+ (w, v) och D+ (v, w)
ar acykliska. Detta innebar att det inte finns nagon riktad stig i D fran v
till w eller fran w till v. I synnerhet &r D/e en acyklisk orientering av G/ e,
dar D/e dr den riktade graf som erhalls fran D genom att identifiera v
och w. Omvént har vi for en given acyklisk orientering D’ av G/e att det
finns en unik acyklisk orientering D av G — e sadan att D/e = D’; rikta
varje kant pa formen vz eller wx i G — e pa samma sétt som v ar riktad
i D'. Viser att D+ (w,v) och D+ (v, w) ar acykliska, ty annars vore inte
D/e acyklisk. I synnerhet har vi en bijektion som visar att b2 = a(G/e).

Om vi kombinerar likheterna a; = b1, as = 2bs och b = a(G/e) far vi att
a(G) = a1 +as = by +ba +a(G/e) = a(G —e) + a(G/e).

Anviand induktion 6ver antalet kanter i G.

Om G ar den tomma grafen pa k horn finns det en acyklisk orientering av
G. Eftersom g (n) = n* far vi att (—1)*xg(~1) = 1.

Anta att G har k£ horn och minst en kant. Lat e vara en godtycklig kant i
G. Induktion ger att

a(G) = a(G—e)+a(G/e)

(—D*xa-e(=1) + (=1)* 'xg/e(-1)
= (=D)*(xa-e(-1) = xg/e(—1))

(-1 xa(-1),

och vi ar klara.



