Losningsforslag till ovningsuppgifter, del IV

Obs! Preliminar version!

0.1. Vi anviinder oss av den formel som vi hérledde i avsnitt 3, namligen att
antalet banor av foljder av langd n med k ettor ges av

23 (o)

dér vi summerar 6ver allar € {0,...,n—1} sadana att k &r delbart med n/[n, r].
Precis som tidigare skriver vi [n,r] = ged(n, ).

(a) (n,k) =(8,4). Vi har att k = 4 &r delbart med n/[n,r] = 8/[8,7] om och
endast om r ar jAmnt. Det sokta antalet ar alltsa

s ((Ros) (o)~ Gotos) * b))
S (GRARMGI R

(b) (n,k) = (9,6). Vi har att k = 6 &r delbart med n/[n,r] = 9/[9,r] om och
endast om r ar delbart med 3. Det sokta antalet ar alltsa

5 (6. o/09) * (6 a0) * (6-000))
S (ERERE R

(¢) [n,k] = 1. Vihar att k 4r delbart med n/[n, r] om och endast om n = [n, 7],
ty [n,k] = 1. Den enda mdjligheten dr r = 0, vilket ger att det sokta

antalet ar ) [n O] 1 /n
n (k In, O]/n) T (k)

Detta kan man &ven inse utan Burnsides lemma, ty varje bana innehaller
exakt n foljder.

(Observera att vi i (c) far ett bevis for att (7) r delbart med k om [n, k] = 1.)



0.2. Vi léser problemet med Burnsides lemma (det ér forstas tillitet att
anvinda mer direkta metoder). Lat oss berdkna fix(g) for varje g € Dy.

e Identiteten (1 element). Detta element fixerar alla horn, vilket innebér att
fix(g) &r lika med antalet par av olika hérn som inte dr sammanbundna.
Det finns sammanlagt (g) = 28 par av horn och 8 kanter, vilket innebar
att fix(g) = 28 — 8 = 20.

e Rotation £90° (2 element). I detta fall &r g antingen (1234)(5678) eller
(1432)(5876). I en tillaten fargning maste antingen alla eller inga hérn i
varje cykel ha fargen 1. Vi far ddrmed att fix(g) = 0, ty vi kan inte fa en
hoérnméngd av storlek 2.

e Rotation 180° (1 element). I detta fall &r g = (13)(24)(57)(68). Observera
att hornen i varje cykel ej &r sammanbundna. Detta innebér att fix(g) = 4.

e Spegling i vagrat eller lodrat linje (2 element). Vi har da att g 4r antingen
(12)(34)(56)(78) eller (14)(23)(58)(67). I bada fallen bestar precis tva av
cyklerna av horn som ej dr sammanbundna, vilket innebér att fix(g) = 2.

e Spegling i diagonal (2 element). I detta sista fall har vi att g 4r antingen
(13)(2)(4)(57)(6)(8) eller (24)(1)(3)(68)(5)(7). Studera det forsta fallet.
For att fa en tillaten fargning som fixeras av g kan vi vélja de tva elementen
med fargen 1 antingen fran en av 2-cyklerna eller fran tva av 1-cyklerna.
Det finns 2 + (;1) = 8 sadana mojligheter. Dock utgér (2,6) och (4, 8)
kanter, varfor vi maste rikna bort dessa tva mdojligheter. Slutsatsen blir
att fix(g) = 6.

Summering ger att antalet banor ar lika med
40

1 1
—— Y fix(g) =2 (1-204+2-041-442:2+2-6) = — =5,
1Dal &, 8 8



0.3.

(a) Lat oss studera de fem olika typerna av rotation:

— Identiteten (1 element). Denna rotation fixerar alla kanter, vilket

innebér att cykelstrukturen ar 1'2.

— Rotation 180° runt z-, y- eller z-axeln (3 element). Eftersom vi

roterar ett halvt varv kommer vi tillbaka till utgangspunkten efter
tva rotationer. Varje cykel har alltsa langd 1 eller 2. Eftersom ingen
kant fixeras blir cykelstrukturen 26.

— Rotation +£90° runt a-, y- eller z-axeln (6 element). I detta fall

bildar de fyra kanterna till sidan vid den givna axeln en cykel, de
fyra kanterna till den motstaende sidan en cykel och de 6vriga fyra
kanterna en cykel. Cykelstrukturen blir dirmed 43.

— Rotation 180° runt axeln e; £e;, i < j (6 element). Rotationen sker

runt en linje som gar genom tva motstaende kanter. Dessa tva kanter
ar de enda som fixeras, vilka innebir att cykelstrukturen blir 2512,

— Rotation £120° runt axeln e; & es + e3 (8 element). Denna rotation

sker runt en linje genom tva motstaende horn. Ingen kant fixeras av
rotationen, utan vi far cykler av storlek 3. Cykelstrukturen blir 3%.

(b) For att kunna anvinda Burnsides lemma behover vi forst beridkna fix(g),

1
ﬂ(r12+3-r6+6-r3+6-r7+8r4): .

alltsa antalet fargningar som fixeras av g, for varje gruppelement g. Enligt
Hjélpsats 3.2 ges detta antal av 7, dir k &r antalet cykler i cykeluppdel-
ningen i g. Enligt (a) har vi ddrmed f6ljande tabell.

| Cykelstruktur [ Antal g [ fix(g) |

112 1 7,.12
26 3 0
43 6 3
2512 6 r’
34 8 rd

Burnsides lemma ger darmed att antalet banor av fargningar ar lika med

r3(r? 4+ 6r* + 3r3 4+ 8r + 6)

24

I specialfallet » = 2 far vi att antalet banor ar lika med

2%(2946-2*+3-2+8-2+6) _BI24964 2441646 _

24 3



0.4. Automorfigrupp till hexagonen Cg ar den dihedrala gruppen Dg, en grupp
med tolv element. Lat oss studera Cg/m for vart och ett av dessa tolv element
.

e 7 dr identiteten, vilket innebér att Cg/m = Cg. Enligt uppgift 16 i hifte
IIT har vi att

fee(r)=(r—1)°+7r—1.

e 7 Ar rotation med ett sndpp, antingen medurs eller moturs. Fér bada
dessa rotationer tillhor alla hérn samma bana, vilket innebéar att Cg/m
bestar av ett horn och en 6gla. I synnerhet dr fo /- (r) = 0.

e 7 &r rotation med tva snépp, antingen medurs eller moturs. For bada
dessa rotationer har vi tva banor {1,3,5} och {2,4,6}. Alla kanter gar
mellan dessa tva banor, vilket innebéar att Cg/7 dr isomorf med Ka. Vi
drar slutsatsen att

fCG/Tr(T) = 7n(r - ]‘)

e 7 &r rotation med tre sndpp. I detta fall har vi banorna {1,4}, {2,5} och
{3,6}, och vi har kanter mellan alla par av banor. Alltsa dr Cs /7 isomorf
med K3, och

fesm(r) =r(r =1)(r —2).

e 7 ar spegling i linjen genom hornen ¢ och i+3 for i € {1,2,3}. Samtliga tre
fall 4r analoga; 1at oss studera fallet da ¢ = 1. Vi far banorna {1}, {2,6},
{3,5} och {4}, och vi har kanter mellan {1} och {2,6}, mellan {2,6} och
{3,5} och mellan {3,5} och {4}. Slutsatsen blir att G/7 &r isomorf med
en stig med tre kanter, vilket innebér att

feo/m(r) =r(r —1)°.

e 7 dr spegling i en linje som &r vinkelréit mot linjen genom 4 och i + 3 for
nagot i € {1,2,3}. An en gang kan vi studera fallet da ¢ = 1. Vi far
banorna {1,4}, {2,3} och {5,6}, vilket omedelbart visar att G/m har en
6gla. Vi kan darfor konstatera att fog /() = 0.

Burnsides lemma ger att antalet omérkta fargningar ar

(=1 1)+ 2= 1) (= 1) —2) 43— 1))

r(r —1)(r* —5r3 + 1372 — 15r + 8)
12

r6 — 6r° + 18r% — 2813 + 2312 — 8r
12 ’




0.5.

(a)

0.6.

Varje tillaten fargning ¢ : {1,...,n} — {1,...,r} av K,, ger upphov till

en foljd
(c(1),¢(2),...,c(n))

utan upprepning, och varje sadan 6ljd av element fran méngden {1,...,r}
ger pa motsvarande sitt upphov till en tillaten fargning av K,.

Vi kan I6sa denna uppgift utan att anvinda Sats 4.1. Notera forst att
en fargning av K, &r tillaten om och endast om alla n hoérn far olika
farg. Automorfigruppen pa K, ir nu den symmetriska gruppen S,,. Detta
innebér att tva fargningar av K, ir ekvivalenta om och endast om exakt
samma uppsittning farger anvinds i de tva fargningarna. Vi sluter oss
till att antalet omérkta fargningar med r farger ar lika med antalet satt
att vélja ut en méngd bestaende av n av de r fargerna.

Varje fargning c¢: {1,...,n} — {1,...,7} av O, ger upphov till en f6ljd

och varje sadan foljd av element fran {1,...,r} ger pa motsvarande sétt
upphov till en fargning av O,,.

Vi kan resonera precis som i (b). Alla tdnkbara fargningar av O, &r
tillatna, och tva fargningar ar O,, ar ekvivalenta om och endast om varje
farg anvénds exakt lika manga ganger i de bada fargningarna. Slutsatsen
ar att antalet oméarkta fargningar med r férger ar lika med antalet satt
att vélja ut en multiméngd bestaende av n fiarger fran en méngd med r
farger.

Burnsides lemma ger att antalet omérkta fargningar av O,, med r farger

ar lika med

% Z fix(m),

" mESH

dir fix(m) dr lika med antalet firgningar som fixeras av 7. Hjélpsats 3.2 ger
att fix(r) = 77", Enligt uppgift O.5 ar antalet omirkta firgningar lika med
antalet multimangder av storlek n 6ver en mangd av storlek r. Detta antal ar

("Jr:;l), vilket avslutar beviset.



0.7. Anta for enkelhetens skull att e = (1,2). Automorfigruppen for G =
K, — (1,2) ar produktgruppen Sy X S,,_o och bestar av alla permutationer 7
pa {1,...,n} som innehaller antingen cykeln (1,2) eller de tva cyklerna (1) och

(2)-

Om négon cykel i 7 innehaller fler &n ett element fran {3,...,n} kommer vi att
ha en 6gla i G/m vid denna cykel. Slutsatsen blir att fg/.(r) = 0. De enda
gruppelement som aterstar dr identiteten id och transpositionen (1,2), alltsa de

tva gruppelement som fixerar vart och ett av elementen 3,...,n. Nu ar
n—2 rl
fealr) = fa(r) = g(r—i) (ront2)=(r—n+2) o

Vidare har vi att G/(1,2) ar lika med K, _1, vilket ger att

n—2

) 7!
fera(r) = fr,.(r) = g(r —i) = (T
Eftersom gruppens storlek ar 2(n — 2)! ger Sats 4.1 att
- 1 7! 7l
fa(r) 2(n—2)! ((r n+2) (r—n+1)!+(r—n+1)!>

2 (n—2)n—r+1)! 2

(r—n+3) ! _r(r—n—l—S)(r:;).



0.8. Lat ap, vara antalet banor av foljder med exakt k ettor. Vi anvander oss
av den formel som vi harledde i avsnitt 5, namligen att

n—1

n

- 1
St = ACs 1) = LS it e
k=0

r=0

(a) n=8. Vi har att

Detta ger att

8
> ot
k=0

ged(8,1) = ged(8,3) = ged(8,5) = ged(8,7) =1,
ged(8,2) = ged(8,6) = 2,

ged(8,4) =4,

ged(8,0) = 8.

= é (AQ+e)+20 4+t + 1+ ) + (1+1)°)

= 1+t+42 + 73+ 10t + 765 + 40 + 7 + 5.

(b) n =9. Vi har att ged(9,7) = 1 for r € {1,2,4,5,7,8}, ged(9,r) = 3 for
r € {3,6} och ged(9,0) = 9. Detta ger att

9
ot =
k=0

(¢) m ett primtal.
Detta ger att

1
5 (6(1+1t%) +2(1+8%)3 + (1 +¢)?)
14t + 482 + 1083 + 14¢* + 145 + 1068 + 467 + 8 +¢°.

Vi har att ged(n,r) = 1 for 1 <r <n—1och ged(n,0) = n.

(n=—1D)A+t")+1+t)")

3

k=0
nfll n
= 1+t = .
; +Zn(k)



0.9. Enligt 16sningen till uppgift O.3 har vi att cykelindexet fér gruppen &r
lika med

1
2 (8%2 + 355 + 653 + 65557 + 88%) .

Lat fj, vara antalet banor med exakt k ettor. Cykelindexsatsen ger att talen fy
uppfyller identiteten

6
Z fit®
k=0

1
= 51 (T+)2 4301+ +6(1L+t")? +6(1+12)5(1+1) +8(1+1%)*).
En jobbig utrdkning ger att detta ar lika med
L4t + 5t 4+ 13¢3 + 27¢* + 38t° + 48t° + 38t + 2748
+ 1387 + 5¢10 4 ¢ 4 ¢12,



O.10.

(a) g2 Lat fy vara antalet banor av matriser med exakt k ettor. Direkt inspek-
tion ger att fo = f1 = f5 = f¢ = 1. Vidare har vi att fo = f3 = f4 = 3.
Nedan anger vi en representant for varje ekvivalensklass; inom parentes
till héger om representanten star antalet element i klassen. Observera for
varje fixerat k att summan av dessa antal ar lika med binomialkoefficienten

(%)-

(6)

k:2:<110)(6) <100><3) (100>
000 10 0 010
N <1 1 1)(2) (1 1 o)(”) (1 1 0)“”
Lo oo 10 0 00 1
k:4.<111)(6) (110)“’ (110)“”
L1000 110 10 1

(b) Produktgruppen S2 x S ger en gruppverkan pa binéira 2 x 3-matriser; ett
gruppelement (g, h) avbildar matrisen M pa matrisen M’ med egenskapen
att

M; ;= My(iy,n)-
Detta inser man genom att anvanda observationen att binara 2 x 3-matriser
kan identifieras med 2-fargningar av méngden {1,2} x {1,2,3}. I paret
(g, h) svarar g mot en omkastning av raderna, medan h svarar mot en
omkastning av kolonnerna.

(¢) Sy x S3 bestar av tolv element, som vi kan dela in i sex olika klasser enligt

foljande:
| Cykelindex | Antal element | Beskrivning |
s9 1 identiteten
3 2 rotation av kolonnerna
5357 3 byte av tva kolonner
53 1 radbyte
S 2 radbyte och rotation av kolonnerna
P 3 radbyte och byte av tva kolonner

Vi far ddrmed att cykelindexet &r lika med

Z(S2 x S3;81,82,...,56) s$ + 253 + 35357 + 5 + 256 + 3s3) .

1
-1 (
Cykelindexsatsen ger att antalet banor fi med k ettor uppfyller identiteten

6
S oftt = Z(Syx Syl+t, 1447, 1+15)
k=0

= 11—2 (L+0)° +2(1+ %)+ 31 +*)*(1 +t)*
+ (1482 +2(141°%) +3(1+%)°)

= 1+t+3t>+3t° + 3t +° + 40
Detta ger att fo = f1 = fs = fs =1o0ch fo = f3 = f4, =3.



O.11.

(a) Man kan resonera som i (b) i foregaende uppgift. Den har gangen tillater
vi enbart rotation, vilket innebar att den aktuella gruppen ar produkt-
gruppen C5 x Cy.

(b) C5x Cy bestar av tolv element, som vi kan dela in i sex olika klasser enligt

foljande:
| Cykelindex | Antal gruppelement | Radrotation | Kolonnrotation |
512 1 0 0
55 2 0 +1
5 1 0 2
sa 2 +1 0
S12 4 +1 +1
s2 2 +1 2

I de tva kolonnerna till héger anger vi hur manga steg gruppelementen
roterar rader och kolonner. Vi far ddrmed att cykelindexet &r lika med

1 .
Z(C3 x Cy;81,82,...,812) = 13 (5%2 + 253 4 55 + 2s§ + 4819 + 23%) )
Cykelindexsatsen ger att antalet banor fi med k ettor uppfyller identiteten

12
D futt = Z(Cyx Cul+t, 1417, 1+")
k=0

1 f
o (L+0)2+2(1+t1 + (1 +¢%)°

+2(14+ ) +4(1 +t'%) +2(1 +19)?).

Efter langrandiga utrdkningar kan man konstatera att detta &r lika med

1+t 4 6t2 + 19t + 43t* + 66t° + 80t° + 66t7 + 43t°
+ 19t 4 6¢10 + 11 4 12,



0.12. Forst riknar vi ut z(g) = z(g;s1,...,s10) for varje ¢ € G. Lat oss
beteckna tartbitarna till vinster med (0,0), ..., (0,4) och tartbitarna till hoger
med (1,0),...,(1,4), ordnade medurs. Ett gruppelement g ar entydigt bestdmt
av vérdena ¢(0,0) och ¢g(1,0). Om ¢(0,0) = (¢, k) har vi ndmligen att ¢(0, j) =
(i, (k4 j) mod 5) for 1 < j < 4, och pa samma sétt ar g(1, j) entydigt bestamt
av ¢(1,0). Vi delar in gruppelementen med avseende pa vérdena pa ¢(0,0) och
9(1,0):

e ¢(0,0) = (0,0) och ¢g(1,0) = (1,0) (1 element). Detta innebar att g ar

identiteten. Detta gruppelement fixerar samtliga tartbitar, sa z(g) = s1°.

e g(0,0) = (0,5), dar 1 < j < 4, och ¢g(1,0) = (1,0) (4 element). I detta
fall bildar tartbitarna till vanster en cykel, medan vi har en cykel for varje
tartbit till hoger. Alltsd ar z(g) = s557.

e ¢(0,0) = (0,0) och ¢g(1,0) = (1,4), dar 1 < j < 4 (4 element). Detta fall

ar analogt med foregaende fall, vilket innebér att z(g) = s5s3.

e g(0,0) =(0,4) och g(1,0) = (1,k), dér 1 < j <4,1 < k <4 (16 element).

Hir far vi tva cykler med fem element, det vill siga z(g) = s2.

e ¢(0,0) = (1,45) och ¢g(1,0) = (0,(5 — j) mod 5), 0 < j < 5 (5 element). I
detta fall far vi att

9°(0,a) = g(1,(j +a) mod 5) = (0, (j +a+ 5~ j) mod 5) = (0, )

for alla a. P& samma siitt ser vi att g?(1,a) = (1,a) for alla a. Alla cykler

har alltsa lingd 2, vilket ger att z(g) = s5.

e 9(0,0) = (1,4) och g(1,0) = (0,k), 0 < 5 <5, (j + k) mod 5 € {1,2,3,4}
(20 element). Vi ser att

92(0’0) = g(l’j) = (O’ (J + k) mod 5) = (0,0,),

dir a € {1,2,3,4}. Analogt har vi att g?(1,0) = (1,a). Detta innebér att
g? bestar av tva cykler av lingd 5. Slutsatsen ér att g bestar av en enda
cykel av langd 10, vilket ger att z(g) = s10.

Summering ger att

1
Z(G;s1,...,810) = = (51° 4 8s5s7 4 1657 + 555 + 20s10) -

Cykelindexsatsen ger att antalet banor av storlek k£ &r lika med koefficienten
framfor t* i Z(G; 14+, 1+t2,...,14+t19). Ersiitter vi s; med 1+ i ovanstaende
uttryck far vi att

Z(Gi1+t, 14+, 14+t'9)

1

= (L+8)0 +8(1+°)(1 +¢)° + 16(1 +°)% + 5(1 + ¢2)° + 20(1 + ¢'7))
1+t + 32+ 42 + 6t* + 6t° + 6t° + 47 + 3¢% + 17 + ¢1°.



