Losningsforslag till ovningsuppgifter, del V

Obs! Preliminar version!

O.1.

(a) Vi kan 16sa uppgiften genom att helt enkelt rdkna ut avstandet mellan
vart och ett av de (;) = 21 paren. Forst noterar vi att de fem orden b,
¢, d, e och f alla innehaller fem ettor. Eftersom a inte innehaller nagra
ettor och g innehaller maximala tio ettor &r dessa bada ord pa avstandet
10 fran varandra och pa avstandet 5 fran 6vriga kodord. Det aterstar att
berdkna avstandet mellan orden b, ¢, d, e och f. Genom att gora detta
fér hand noterar man att alla avstand &r exakt 6. Vi drar slutsatsen att
det minimala avstandet i C' ar 5.

(b) Vi noterar foljande:

— Avstandet mellan a och g ar detsamma som i C, alltsa 10.

— Avstandet &r oférandrat mellan alla par i {b,c,d, e, f}, alltsa 6.

— Avstandet har 6kat med 1 mellan alla © och y sadana att « € {a, g}
och y € {b,c,d, e, f}, alltsa 6.

Slutsatsen ar att alla avstand ar 6 utom avstandet mellan a och g, vilket
ar 10. Det minimala avstandet &r 6.

(a) Lat n =90 och e = 1. Enligt VG-grinsen (Foljdsats 2.7 eller sats 17.4.1 1
Cameron) finns det en e-riattande bindr kod av lingd n av storlek minst
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(b) Lat nu n = 90 och e = 2. Enligt Hamming-grénsen (Féljdsats 2.5 eller
sats 17.4.2 i Cameron) finns det ingen e-réttande binér kod av lingd n av
storlek Gverstigande
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0.3.

(a)

Plotkin-gréansen sager att
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En kod med givna egenskaper har alltsa storlek hogst gd.

Genom en direkt berdkning ser man att alla avstand &r 4. (Man kan
underlétta sina berdkningar genom att notera vissa monster i koden.)

Enligt (a) innehaller en kod av lingd n = 7 med minimalt avstand d = 4
hogst n + 1 = 8 kodord, ty 7=2-4 — 1. Svaret ar alltsa nej.

Att C ar e-rdattande innebér att C' har minimalt avstand minst 2e+1. Lat
c1 och ¢y vara tva olika kodord i C. Eftersom dessa bada ord skiljer sig at
pa minst 2e + 1 positioner maste vi ha att ¢§ och ¢} skiljer sig 4t pa minst
d’ = k(2e + 1) positioner. Alltsa ar C*) ¢/-rittande for alla €/ sadana att
,<d’—1:k(2e+1)—1 k-1

e

Studera ett ord w = wyws . .. wg, dar varje w; ar ett ord av langd n. Anta
att w Ar pa avstand hogst e, fran C%) | och 14t ¢* var det unika kodord som
ar pa avstand hogst ey fran w. Notera att det genomsnittliga avstandet
mellan w; och ¢ ar hogst lika med

P L ek

—<e+—<e+1.

k — 2k
Minst ett av orden wy, ..., wy ar alltsa pa avstand hogst e fran ¢. Anvéand
nu avkodningsmetoden for C pa vart och ett av orden wy, ..., w,. For

varje i sadant att w; ligger pa avstand hogst e fran C' far vi ut ett kodord
¢; pa avstand hogst e fran w;. Enligt ovan kommer ¢ att finnas med bland
de funna kodorden, och vi kan litt bestdmma vilket av kodorden som &r
c genom att beriikna avstandet mellan w och c¥ for varje i. Kodordet c”
ar namligen unikt med egenskapen att avstandet till w ar hogst e.



0.5. For ett ord ¢, 1at € vara ordet som erhalls om vi ersitter varje nolla med
en etta och vice versa. Lat

C={¢c:ceC}.

Definiera C! = C' U C. Vi hivdar att denna kod har minimalt avstand d och
storlek 2|C|. Lat d(cy,c2) beteckna avstandet mellan tva kodord ¢; och cs.
Studera tva kodord i C’. Vi har tre fall:

e Bada kodorden tillhér C. Da ar avstandet minst d enligt egenskaperna
hos C.

e Bada kodorden tillhér C och &r alltsa pa formen &1 och &, dér ¢1, ¢ € C.
Da ar avstandet ocksa minst d, ty d(¢1,¢2) = d(c1, ca).

e Det ena kodordet tillhér C och det andra C. Lat ¢; och & vara kodorden;

c1,co € C. Eftersom ¢y har ettor pa hogst ”—gd positioner har ¢3 ettor pa
minst n — 254 = nd
Pa hogst "T’d av dessa positioner har ¢y en etta, vilket innebér att antalet
positioner dar ¢y och ¢3 har olika varden ar minst

positioner, ndmligen de positioner dar co har nollor.

n+d_n—d
2 2

=d.

Alltsa &r 0(cq,c2) > d.

Slutsatsen ar att alla avstand ar minst lika med d. Vi ser gcks:i att C och C &r
disjunkta, vilket medfor att antalet kodord i C’ ar |C| + |C| = 2|C].



0.6.

(a)

Denna uppgift kan 16sas genom att man helt enkelt bestimmer de 2%
kodorden. I nedanstaende tabell star a, b, ¢ och d for de fyra kodorden i
generatormatrisen.

00000000000
10001111000 = a

01001100110 = b
00101010101 = c
00010101011 = d
11000011110 = a + b
10100101101 = a + c
10011010011 = a + d
01100110011 = b + ¢
01011001101 = b + d
00111111110 = + d
11101001011 = a + b + c
11010110101 = a + b + d
10110000110 = a + ¢ + d
01110011000 = b+ ¢ + d
11111100000 = a + b + + d

Samtliga nollskilda vektorer innehaller minst 5 nollskilda element, vilket
innebér att koden &r e-réttande, dér e = (5 —1)/2 = 2.

Lat I beteckna enhetsmatrisen med k rader och k£ kolumner. En kod med
en generatormatris av storlek k x n pa formen [I;, A] har en kontrollmatris
som ir lika med [—AT I,,_x]. Tvart fallir k=4, n =11ochn —k =7,
vilket innebéar att kontrollmatrisen har storlek 7 x 11. Eftersom vi arbetar
med binéra tal kan vi bortse fran minustecknet, vilket ger kontrollmatrisen

111 0100O0O0O0O0
1101 010O0O0O0O0
101 00O01O0O0O0O0
1001 00O0T1O0O0O0
0110000 01O00O0
0101000O0O0OT1TQO0
001 100O0O0O0O0°1

(Observera att kontrollmatrisen till en linjar kod inte ar entydigt bestdmd,
utan det finns manga tédnkbara val.)

En binér linjdr kod har en storlek pa formen 2¢ for nagot heltal a. Det
totala antalet binira ord av lingd 11 dr 2!'. Hamming-grinsen siger att
en bindr 2-rittande kod C av lingd 11 uppfyller olikheten

211 2048
1+11+ () 67

IC] < ~ 30, 6.

Alltsé dr kodens storlek som mest 2* = 16, ty 2° = 32 > 2318 Enligt (a)

finns en linjar 2-rattande kod av storlek 16, vilket ger svaret 16.



0.7.

(a)

C ir lika med 16sningsrummet till matrisekvationen A - w” = 0. Detta
ar ett ekvationssystem med 11 obekanta och 4 ekvationer. Eftersom ek-
vationerna r linjart oberoende (de forsta fyra kolumnerna i A utgor en
enhetsmatris) kommer l6sningsrummet att ha rang 11 — 4 = 7, vilket ger
att C bestar av 27 = 128 kodord.

En linjar kod &r 1-rdttande om och endast om varje par av kolumner i
kontrollmatrisen &r linjirt oberoende (se Proposition 17.5.5 i Cameron).
For bindra koder innebér detta att ingen kolumn é&r lika med noll och
att alla kolummner ar olika. Eftersom detta uppenbarligen géller foljer
pastaendet.

Precis som i 16sningen till uppgift 0.6 1ater vi I, beteckna enhetsmatrisen
med k rader och k kolumner. En kod med en kontrollmatris av storlek
kxn pa formen [I;, A] har en generatormatris som &r lika med [~ AT I,,_;].
I vart fall & &k = 4, n = 11 och n — k = 7, vilket innebér att generator-
matrisen har storlek 7 x 11. Eftersom vi arbetar med binédra tal kan vi
bortse fran minustecknet, vilket ger generatormatrisen

1 110100O0O0O0O0
1101 010O0O0O0O0
10100 01O0O0O0O0
1001 0 0O0T1O0O0O0
0110000 01O0O0
0101000O0O0CT1QO0
001 1000O0O0O0°1

(Observera att losningen dr identisk med lésningen till (b) i &vnings-
uppgift 0.6, sanir som pa att vi har bytt plats pa ”kontrollmatris” och
”generatormatris”. Observera ocksa att inte heller generatormatrisen till
en linjar kod ar entydigt bestamd. Aven hir finns manga tdnkbara val.)

Det finns bara en linjarkombination av raderna i generatormatrisen i (c)
som ger ett kodord som slutar med (1,1,0,1,1,0,0), ndmligen kombina-
tionen bestaende av raderna 1, 2, 4 och 5. Summering av dessa rader ger
vektorn

(1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0),
vilket innebér att (a1, as,as,as) = (1,1,0,0).

(En alternativ metod &r att 16sa ekvationen A-w? = 0, dir A #r kontroll-
matrisen och w = (a1, a9, a3, aq4,1,1,0,1,1,0,0).



0.8.

(a)

Genom att studera de sexton kodorden i C' upptécker vi att summan av
de fyra kodorden i generatormatrisen ar

(1001010000 1).

Detta ar ett kodord med bara fyra nollskilda positioner, vilket ger att
koden ej ar 2-rattande.

Precis som i 16sningen till uppgift 0.6 1ater vi Ij, beteckna enhetsmatrisen
med k rader och k kolumner. For att latt kunna hitta en kontrollmatris
skriver vi om generatormatrisen sa att vi far den pa formen [Is A]. For
att astadkomma detta adderar vi forst den fjarde raden till den forsta och
den tredje raden:

11001001011
01101001 1O00O0
001 01110101
00011010011

Sedan adderar vi den tredje raden till den andra raden och den resul-
terande andra raden till den forsta raden:

10001110010
01000111001
00101110101
00011010011

Nu dr matrisen pa formen [I; A]. Matrisen [~ AT I7] dr en kontrollmatris
till koden. Denna matris ser ut pa foljande vis:

1011 10O0O0O0O0O0
111001 0O0O0O0O0
11110010000
01000001 O0O0O
001 00 O0O0O0OT1TTO0TO0
10010 0O0O0O0T1O0
01110000001

(Vi paminner om att kontrollmatrisen till en kod inte &r entydigt bestdmd,
sa det finns manga andra korrekta svar.)



0.9.

(a)

Det minimala avstandet i C' &r minst d = 2e + 1. Eftersom C &r linjar
ar detta ekvivalent med att varje nollskilt kodord i C' innehaller minst d
ettor. Att C’ ar 2e-rattande ar ekvivalent med att det minimala avstandet
i C’ &r minst 2- (2e) + 1 = 2d — 1. Eftersom C’ ocksa &r linjar ricker det
att visa att varje nollskilt kodord i C’ innehaller minst 2d — 1 ettor.

Studera ett nollskilt kodord ¢ = (a,b,a 4+ b) i C’. Vi delar in i fall:

oa=0. Daédr ¢ = (0,b,b), och b ar nollskilt. Eftersom b innehaller
minst d ettor kommer ¢ att innehalla minst 2d ettor.

ob=0. Daér ¢ = (a,0,a), och a &r nollskilt. An en gang drar vi
slutsatsen att ¢ innehaller minst 2d ettor.

o a och b ar bada nollskilda. Da har vi nollskilda kodord fran C' pa de
tva forsta positionerna i ¢ och ddrmed minst 2d ettor.

Alltsa ar det minimala avstandet i C’ minst 2d, vilket medfor det onskade
resultatet.

Eftersom antalet kodord i C’ sammanfaller med antalet par (a,b) sadana
att a,b € C har vi att |C’| = |C|? = 22k,

Denna gang vill vi visa att varje nollskilt kodord i C’ innehaller minst
3d = 6e + 3 ettor. Detta medfér ndmligen att C’ &r (3e + 1)-rdttande.
Studera ett nollskilt kodord (a,b,c,a + b,a + ¢,b + ¢). Att kodordet ar
nollskilt innebér att minst ett av orden a, b och ¢ ar nollskilt. Vi delar in
i fall:

o a, b och ¢ &r alla nollskilda. Vi har da nollskilda kodord fran C' pa
de tre forsta positionerna och darmed minst 3d ettor.

o Nagot av orden a, b och ¢ ar lika med noll. Anta att ¢ = 0; 6vriga
fall &r analoga. Vi har da att kodordet &r lika med

(a,b,0,a+b,a,b).

* Om a = 0 maste b vara nollskilt. Kodordet blir (0,5,0,b,0,b),
och antalet ettor i detta ord dr minst 3d.

x Om b = 0 far vi pa samma sitt ett ord med minst 3d ettor.

x Om a och b bada &r nollskilda har vi nollskilda kodord fran C
pa positionerna 1, 2, 5 och 6 och darmed minst 4d ettor.

Detta visar att det minimala avstandet i C’ 4r minst 3d, vilket avslutar
beviset.

Eftersom antalet kodord i C’ sammanfaller med antalet tripplar (a, b, ¢)
sddana att a,b,c € C har vi att |C'| = |C|> = 23,



0.10. Idén ér att anvinda sig av det faktum att antalet Svergangar mellan
7 felaktig bit” och "korrekt bit” alltid &r hogst tva. Lat b = (by, ..., b,) vara ett
kodord. Vi definierar

Sﬁ(b) =a= (alv"'van)
pa foljande vis: Sétt ag = 0 och ax = ag—1 + by for 1 < k < n. Observera att
bp = ar — ap—1
forl1 <k <n.

Anta nu att vi skickar ordet a genom kanalen. Beteckna det mottagna ordet
med a’ = (a},...,al), och sitt aj = 0. Definiera ordet b’ = (b],...,b),) som
b, = aj, —aj,_, for 1 <k <n. Vi har att a’ antingen &r lika med a eller &r ett
ord pa formen

(al,...,ai_l,a_i,ai+1,...,aj_l,a_j,aj+1,...,an),
for nagot ¢ < j. I det forsta fallet har vi att b =b’. T det andra fallet har vi att
by, = by, for alla k utom k =4 och k = j + 1. Vi har némligen att
ar —ap_1=by oml<k<i-—1,
a_k_akflza Omk:iv
b,=a)—a, ;=14 aGr—ar_1="br omi+1<k<j,
ak — @1 ="br, omk=j+1,
ar —ag—1 =br, omj+2<k<n.

Antalet fel ar alltsa hogst 2. Med hjélp av var 2-réttande kod kan vi darmed
aterskapa kodordet b fran ordet b’.

0.11.
(a) Léngden pa koden #r n = r + k, och storleken pa koden ir |C| = ¢*. For
att koden ska vara 1-réttande maste vi ligga under Hamming-grénsen:

n r+k

q k q
<—m = <
A= Ty TR0

= 1+r+k)(q-1)"TF<q".
Om vi véljer k > ¢" — r erhaller vi att
1+ r+R)g-1)"F > 14+ +k)>1+4",
vilket ar en motsagelse.

(b) Vi anvénder oss av (a). Lat k vara stort nog for att C inte ska vara 1-
riattande. Det finns da ett nollskilt polynom g(z) sadant att f(z)g(x) har
hogst tva nollskilda koefficienter. Detta foljer av att koden C' ar linjar och
ej 1-rdttande. Vi kan anta att g(x) har nollskild konstantterm; annars de-
lar vi bara g(z) med 2!, dir i ir minimalt sidant att koefficienten framfor
x' i g(z) #r nollskild. Eftersom f(x) har grad r > 1 och diirmed inte &r
konstant maste f(z)g(x) innehalla minst en nollskild term pa formen a;z?,
dér ¢ > 1. Eftersom f(z)g(z) har en nollskild konstantterm och hogst tva
nollskilda termer innebir det att f(z)g(x) = ag + a;2* déir ag och a; ér
nollskilda. Genom att byta ut g(z) mot a; 'g(z) kan vi anta att a; = 1,
vilket avslutar beviset.



0.12. Skriv
f(x) = (f(z1),.... f(zn))

For att visa att C' &r en linjar kod noterar vi att om f och g &r polynom av
grad hogst k — 1 och a och b ar skalarer, sa &r

af(x) +bg(x) = (af +bg)(x).

Detta ar ett kodord i C, ty af + bg ar ett polynom av grad hogst k& — 1. Alltsa
ar C en linjar kod.

For att visa att C' har minimalt avstand n—k+1 antar vi att f(x) &r ett kodord
med hogst n — k nollskilda element. Om vi kan visa att f(x) &r lika med noll
kan vi dra slutsatsen att kodens minimala avstand &r minst n — k 4+ 1. Detta
foljer av att koden &r linjar.

Enligt antagandet innehaller f(x) minst k nollor. Det finns alltsa k olika index
i1,12,...,1 sadana att f(x;. ) = 0 for 1 < r < k. Faktorsatsen ger att vi kan
skriva

f@) = (2 — @i ) (@ —wi) - (2 = 2i,) o),

dér fo ar ett polynom. Nu &ar f ett polynom av grad hogst k — 1, medan
produkten (z — x;, )(x — x4,) -+ - (x — ;) ar ett polynom av grad k. Dérmed
maste vi ha att fo = 0, vilket innebér att f = 0, alltsa det vi ville visa.

Det som aterstar att visa ar att det minimala avstandet ar precis n — k + 1.
Definiera

fl@)=(x—z1)(x —22) -+ (x — Th—1)-
Viser att f(z1) = f(z2) = -+ = f(xg—1) = 0, medan f(x;) #0 for k <i <n.
Alltsa ar avstandet mellan f(x) och nollvektorn precis n — k + 1.



