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1 Nagra definitioner och fakta

I uppgifter om permutationer kommer vi nastan uteslutande att anvénda oss av
tvaradersnotation och cykeluppdelningar for att beteckna permutationer. Lat
exempelvis 7 definieras som 7 (1) = 2, 7(2) =4, 7(3) =6, 7(4) = 1, 7(5) = 3,
m(6) =5 och 7(7) = 7. Med tvaradersnotation far vi

(1234567
"“\2461357)
medan cykeluppdelningen blir

7w =(1,2,4)(3,6,5)(7).

Ett vanligt forekommande skrivsdtt ar att man utelamnar den Gversta raden
vid tvaradersnotation och alltsa bara skriver 7 = 2461357. Aven om detta
skrivsatt ar praktiskt ar risken stor for sammanblandning med den cykliska
permutationen (2,4,6,1,3,5,7). Det ar dessutom svarare att se vilket tal som
avbildas pa vilket. Vi gér ett undantag for uppgift 0.6, dar det blir opraktiskt
med nagot annat skrivsatt &n just detta.

Nér vi studerar talpartitioner kommer vi att anvanda oss av representationen
av en given partition som ett diagram av kvadrater. I detta diagram har vi lika
manga kvadrater i rad 7 som storleken pa den i:te storsta termen i partitionen,
och diagrammet &r vénsterjusterat. Partitionerna (4,4,2,1,1) och (5,3,2,2)
illustreras i Figur 1. Konjugatet till en partition av n ar den partition som
erhalls om man speglar motsvarande diagram i huvuddiagonalen; se Figur 1 for
ett exempel.

Figur 1: Tva partitioner som &r varandras konjugat. Partitionen (5, 3,2, 2) till
héger erhalls fran partitionen (4,4,2,1,1) till vinster genom att spegla i den
markerade diagonalen.

I ett par uppgifter bildar vi permutationer och partitioner med hjéalp av tal-
teoretiska konstruktioner. Vi paminner om att den storsta gemensamma delaren
till tva tal a och b, betecknad ged(a, b), ar det storsta talet d sadant att d delar
savil a som b. Den minsta gemensamma multipeln av a och b, betecknad
lem(a, b), ar det minsta talet m sadant att m ar delbart med savél a som b. Vi
har sambandet

lem(a, b) ged(a, b) = ab.



O évningsuppgifter
0.1 Partition med avseende pa storsta gemensamma de-
lare

Lat n vara ett positivt heltal. Man kan bilda en partition av {1,2,...,n — 1}
genom att lata a och b tillhéra samma méngd om och endast om ged(a,n) =
ged(b,n), dar ged(a,n) ar lika med den storsta gemensamma delaren till a och
n. Bestdm denna partition for n =6, n =11, n = 12 och n = 16.

Svarighetsgrad: E
0.2 En permutation pa en mangd av heltalspar

Lat m och n vara positiva heltal, och lat X vara méngden av par (a,b) sadana
att 0 <a<m-—1o0och0<b<n-—1. Lat 7 vara permutationen pa X med
egenskapen att

7((a,b)) = ((a + 1) mod m, (b+ 1) mod n).

Exempel: Om vi skriver paret (a,b) som ab har vi for m = 3 och n = 4
cykeluppdelningen

(00,11,22,03,10,21,02,13,20,01, 12,23)
och fér m = 3 och n = 6 cykeluppdelningen
(00,11,22,03,14,25)(01,12,23,04, 15, 20)(02, 13, 24,05, 10, 21).

Visa att 7 &r en cyklisk permutation om och endast om ged(m,n) = 1, dar
ged(m,n) ar lika med den storsta gemensamma delaren till m och n.

Svarighetsgrad: D
0.3 Cykeluppdelning vid multiplikation modulo 13

Méngden Zi; = {1,2,3,...,12} bildar en grupp under multiplikation modulo
13. For j € Zj5, lat m; beteckna permutationen som ges av multiplikation med
j modulo 13; vi har alltsa att m;(¢) = (j - 4) mod 13 for ¢ € Zj5.

(a) Ange cykeluppdelningen for permutationerna 73 och 5.

(b) Ange en sluten formel {6r elementet i rad r och kolumn £ i f6ljande tabell:

k
0[1[ 23
015|121 8
r| 1321011
219|164 |7

Svdrighetsgrad: (a): E, (b): C



0.4 Permutationer med lika stora cykler

Lat n och k vara positiva heltal. Visa att det finns

(nk)!

n!-km

permutationer av nk element med en cykeluppdelning bestaende av n cykler
med vardera k element.
Svarighetsgrad: C

0.5 Mangdpartitioner med lika stora delar

Lat n och k vara positiva heltal. Visa att det finns

(nk)!
nl- (kh»

partitioner av en mangd med nk element bestaende av n delméngder med
vardera k element. }
Svarighetsgrad: C (lattare om du gjort uppgift O.4)

0.6 231-undvikande permutationer

. 1 2 .- . . .
En permutation ( ") = aias - - - a, ar 231-undvikande om det inte

aj as -+ a,
finns index ¢ < j < k sddana att ar < a; < a;. Forklaringen till denna beteckn-
ing ar att a;a;ay bildar “monstret” 231; a; &r nast storst, a; ar storst och ay ar
minst. Exempelvis ar 3127465 en 231-undvikande permutation, medan 4127365
inte ar det, ty 4127365 innehaller delsekvensen 473, som bildar “monstret” 231.
Visa att antalet 231-undvikande permutationer av n element ar lika med det
n:te Catalantalet C,,.
Ledning. Forsok hitta en rekursion genom att studera positionen for det
storsta elementet n i en given 231-undvikande permutation.
Svarighetsgrad: A

0.7 Involutioner
Visa att foljande permutationer &ar involutioner:
e Den permutation 7 av mangden {0,1,2,...,2m — 1} som ges av
m(k) = (k 4+ m) mod 2m.
e Den permutation 7 av méngden {0,1,2,...,2m — 1} som ges av
(k) = (a — k) mod 2m,
dér a ar en heltalskonstant.

e Permutationen 7°, d& 7 ir permutationen av mingden {1,2,...,10} som
ges av
7(k) = (2k) mod 11.

Svarighetsgrad: E



0.8 Partitioner dir hilften av elementen tillhér samma
delmangd

Lat n > 1, och lat H,, vara antalet partitioner av en mingd med 2n element
sadana att det finns en delméngd i partitionen som innehaller exakt n element.

Visa att )
H, = ( ”) : (Bn—1>,
n 2
dar B,, ar det n:te Belltalet.
Svarighetsgrad: E

0.9 Ordnade partitioner
Belltalet B,, ger som bekant antalet partitioner av méngden {1,...,n}. Lat P,

vara antalet ordnade partitioner av méngden {1,...,n}, dér en ordnad parti-

tion ar en foljd (Y7,...,Y%) sadan att {Y7,...,Y%} dr en (oordnad) partition.

Exempelvis ar P; = 13, ty vi har 13 ordnade partitioner av tre element:
(123),(1,23),(23,1),(2,13),(13,2),(3,12), (12, 3),
(1,2,3),(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2, 1).

Visa att .
- /n

for n > 1 och att

P(x)ziPﬁz 1

- )
n! 2 —e*

~
I
o

Svarighetsgrad: C

0.10 Dartspel och Belltal

Med n dartpilar, numrerade fran 1 till n, och med en tavla med n ringar,
numrerade fran 1 till n utifran och in, kan man spela foljande spel.

(1) Pilarna kastas i nummerordning.
(2) Man maste tréaffa tavlan med alla pilar.

(3) Man far inte sétta en pil i en given ring forrédn man har satt pilar i alla
ringar utanfor den givna ringen. I synnerhet maste den forsta pilen séttas
i den yttersta ringen med nummer 1.

Man vinner om man lyckas kasta alla n pilar enligt ovanstaende regler. Exem-
pelvis ger foljande kastsviter vinst for n = 3:

(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3).

Visa att antalet séitt att vinna pa &r lika med det n:te Belltalet.
Svarighetsgrad: B



0.11 Stirlingtal av forsta slaget

Absolutbeloppet ¢, i av Stirlingtalet s,  av forsta slaget anger antalet permu-
tationer av {1,...,n} med exakt k cykler. Observera att ¢, =0 om n < k.

(a) Visa att

n—k+1
(n—1)!
Cn,k = Z T Cn—rk—1
— (n—r1)
genom att i en given permutation studera den cykel som innehaller ele-
mentet n.
(b) Lat
xn
fr(z) = ch,k_'~
= n!
Anvénd (a) for att visa att
Ji—1(z)
filw) = 5=
for k > 1 (vi definierar fo(z) =1).
(¢) Anvénd (b) for att visa att
(—In(1 — z))*
file) = !

Svarighetsgrad: A-C

0.12 Stirlingtal av andra slaget

Stirlingtalet Sy,  av andra slaget anger antalet partitioner av {1,...,n} i exakt
k delméngder. Observera att S, ; =0 om n < k.

(a) Visa att

n—k+1 n—1
Sn,k = Z <’I" . 1>Snr,k1

r=1
genom att i en given partition studera den delméngd som innehaller ele-
mentet n.

(b) Lat
fr(z) = Z Sn,k%~

n>k
Anvénd (a) for att visa att
fr(@) =" fra(2)
for k > 1 (vi definierar fo(z) =1).
(¢) Anvand (b) for att visa att
e® — 1)k
NRINCE

Svdrighetsgrad: A-C (littare om du gjort uppgift 0.11)



0.13 Partitioner av n med hogst k delar

Lat k,n > 1. Visa att antalet partitioner av talet n med hogst k delar dr lika
med antalet partitioner av n sadana att varje del ar hogst k. Exempelvis har vi
for n =5 och k = 3 att

5=44+1=3+2=3+14+1=2+2+1
och att
1414+14141=24+14141=2424+1=3+14+1=3+2,

alltsa fem partitioner i bagge fallen.
Svarighetsgrad: E

0.14 Partitioner av kn med alla delar delbara med &

Lat n,k > 1. Visa att antalet partitioner av talet kn sadana att varje del &r
delbar med k ar lika med det totala antalet partitioner av talet n.
Svarighetsgrad: E

0.15 Partitioner av n som ir sitt eget konjugat

Ge ett 6vertygande argument for att antalet partitioner av n som sammanfaller
med sitt eget konjugat (se avsnitt 1) dr lika med antalet partitioner av n i delar
som alla ar udda och sinsemellan olika.
Ledning. Studera bilden till héger i Figur 2.
Svarighetsgrad: B

Figur 2: Exempel pa en partition som ér sitt eget konjugat; kolumn i och rad ¢
har samma lingd for alla 7. Bilden till hoger ger en ledtrad till uppgift O.15.



0.16 Komplettering av tablaer

Visa att var och en av de tre delvis ifyllda tablaerna i Figur 3 kan kompletteras
till en fullstdndig tabla pa precis ett satt. Ange de unika fullstindiga tablaerna.

7 514
12 2 7

411014 4 11 11 13

Figur 3: De tre delvis ifyllda tablaerna i uppgift O.16.
Svarighetsgrad: E

0.17 RSK-algoritmen I

Anvind RSK-algoritmen pa permutationerna
123456 h 123456
452631)°"\635124)

Forklara sambandet mellan de tva resulterande paren av tablaer.
Svarighetsgrad: E

0.18 RSK-algoritmen II

. . . . 2345678 ..
Anvind RSK-algoritmen pa permutationen 416513287 ) Forklara
sambandet mellan de tva resulterande tablaerna.

Svarighetsgrad: E
0.19 RSK-algoritmen III
Lat
1 2 3 - n—-1 n n+1 n+2 n+3 --- 2n—1 2n

by b2 bz -+ bpo1 by ax a2 as an—-1  Gp

vara en permutation sadan att
a < ay < a3 < ‘- < Ap-1 < Qn
by < by < b3 < e < by < by

och a; < b; for 1 <14 < n. Vad blir resultatet da man anvinder RSK-algoritmen
pa denna permutation? Motivera ditt svar med ett bevis.
Ledning om du kor fast: Forsok fa en idé genom att studera ett specialfall,

exempelvis
(12345678910)

3 57 9 101 2 4 6 8

Lagg mérke till hur tablaerna ser ut efter k steg for varje givet k.
Svarighetsgrad: C



