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Flera studenter har papekat att de inte tycker att graderingen av uppgifterna i
tidigare héften stammer Gverens med deras egen uppfattning om uppgifternas
svarighetsgrad. Ta dérfor graderingen med en rejal nypa salt. Observera dock
att vissa uppgifter blir lattare ndr man val kan ”tricket”. Graderingen av en
uppgift ar tdnkt att ge en uppskattning av svarighetsgraden pa uppgiften for en
person som har sett tricket i ett tidigare sammanhang. Rékna med att en hel
del trick fran dessa héften kommer att ga att ateranvinda pa tentamen.

Utéver 6vningsuppgifter innehaller héftet ett par avsnitt med teori:

Avsnitt 1: Kvadratiska gittergrafer. Vi definierar klassen av kvadratiska
gittergrafer. Sadana grafer dyker upp i ett par av 6vningsuppgifterna.

Avsnitt 2: Maximala fléden i natverk. Vi preciserar definitionen av ett
flode i ett nitverk och anger en primitiv men teoretiskt anvéndbar algoritm for
att bestdmma ett maximalt flode.
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1 Kvadratiska gittergrafer

I ett par uppgifter studerar vi kvadratiska gittergrafer. Lat r > 1 och k > 1. Vi
definierar den kvadratiska gittergrafen G, ; pa foljande satt: G, har rk horn,
ordnade i r rader och k kolumner. Vi har alltsa ett hérn i rad 7 och kolumn j
for 1 <i<rochl<j<k. Tvahorn ar sammanbundna om de ligger intill
varandra pa en given rad eller i en given kolumn. I Figur 1 illustrerar vi grafen
G577.

Ibland kan det vara anvéndbart att rita en gittergraf pa ett schackbride,
precis som vi har gjort till hoger i Figur 1. Observera att varje kant gar mellan
en gra och en vit ruta pa bradet. I synnerhet &r G, j bipartit.

Figur 1: Gittergraf av storleken 5 x 7. Till hoger &r grafen ritad pa ett
schackbréde.

2 Floden 1 natverk

Kursbokens definition av fléden i ndtverk ar en aning oklar. For att undvika
missforstand presenterar vi hir den géngse definitionen. Vi ger dessutom en
enkel algoritm for att bestdmma ett maximalt fléde.

2.1 Definition

Lat D vara en riktad graf, och anta att varje kant (u,v) i D dr forsedd med en
ickenegativ och reellvird kapacitet c(u,v). Vi definierar c¢(u,v) = 0 om (u,v)
inte ar en kant i D. Fixera tva horn, en kdlla s och en sdnka t. Ett flode &r en
funktion f:V x V — R sadan att foljande géller.

(1) f(u,v) < c(u,v) for alla u och v.
(2) f(v,u) = —f(u,v) for alla u och v.
(3) Dopey flu,v) =0 for alla u # s, t.

I praktiken anger f(u,v) nettoflédet fran u till v. Om kanterna (u, v) och (v, u)
finns med i D kan vi ndmligen ha ett nollskilt fléde a genom kanten (u,v) fran u
till v och ett annat nollskilt fléde b genom kanten (v, u) fran v till u. Nettoflodet
fran w till v blir da a — b.



Summan ), .y f(s,v) &r storleken pa flodet. (2) och (3) ger att

0 = Y > flwv)y= > > flwv)+d fls,0)+ Y ftv)
ueV veV u€V\{s,t} veV veV veV
= Zf(s,’l)) + Zf(tvv) = Zf(s,’l)) - Zf(v’t)'
veV veV veV veV

Storleken kan dérmed &ven definieras som ) .y, f(v,t). Ett flode f pa D &r
mazimalt om det inte finns nagot storre fléde pa D.

Ett snitt i D &r en méngd X av riktade kanter sadan att varje riktad stig
fran s till ¢ anvinder nagon kant i X. Storleken pa snittet ar Z(u,v)ex c(u,v),
och snittet ar minimalt om det inte finns nagot mindre snitt i D. Observera
att storleken pa ett snitt definieras i termer av kanternas kapaciteter i D, inte i
termer av nagot specifikt fléde.

Den sats som pa engelska heter "Max-flow Min-cut Theorem” (11.9.2 i
Cameron) séger att storleken pa ett maximalt fldde sammanfaller med storleken
pa ett minimalt snitt.

For att undvika harklyverier och teknikaliteter gor vi i den har kursen nagra
forenklande antaganden:

e Vi antar att det inte finns nagra kanter som slutar i s och inte heller nagra
kanter som borjar i ¢. Detta bor rimligen inte uppfattas som en allvarlig
inskrédnkning.

e Vi antar att alla kapaciteter ar heltalsvarda. Detta ar i de flesta prak-
tiska tillampningar ingen inskrankning. Om exempelvis kapaciteterna ar
rationella tal (exempelvis decimaltal med tio decimaler) kan man multi-
plicera dem med ndmnarnas minsta gemensamma multipel. Se avsnitt
11.9 i Cameron for information om det allménna fallet da kapaciteterna
ar reellvarda.

2.2 Algoritm for att hitta ett maximalt flode

Det finns manga algoritmer for att hitta ett maximalt flode i ett ndtverk. Den
vi presenterar har ar inte den snabbaste, men den ar latt att beskriva, och den
ar smidig att arbeta med.

Vi har alltsa en riktad graf D med en kélla s och en sénka t. Alla kapaciteter
ar ickenegativa och heltalsvarda. Malet ar att hitta ett maximalt flode i D. Vi
kommer i sjalva verket att hitta ett heltalsvért flode.

1. Borja med ett godtyckligt flode f (exempelvis nollflodet).
2. Upprepa foljande tva steg tills vi hittar ett maximalt fléde:
(i) Undersok om det finns en f6ljd av olika hérn
(s =v0,01,...,09=1)

sadan att f(vj,vj41) < c(vj,vj41) f6r 0 < j < d—1. Observera att
vi mycket vél kan ha att f(vj,vj41) < 0= c(vj,vj41). Om det inte
finns en sadan foljd avslutar vi algoritmen; f ar ett maximalt fléde.

(ii) Modifiera flédet f genom att addera 1 till f(v;, vj41) f6r0 < j < d—1.



I praktiken &r det forstas mer effektivt i steg 2 (ii) att addera A till f(vj, vjt1),
dér A dr maximalt sadant att f(v;,vj41) + A < e(vj,v41) for 0 <i <d—1.
Storleken pa ett maximalt fléde begrénsas uppat av storleken pa ett minimalt
snitt, vilket innebér att algoritmen &r fardig efter ett dndligt antal steg.
Mer information om algoritmen finns i Appendix C i boken Applied Math-
ematical Programming av Bradley, Hax och Magnanti. Denna bok kan laddas
ned i sin helhet fran f6ljande adress:

http://web.mit.edu/15.053/www/



O évningsuppgifter

0.1 Minimalt uppspannande trad i gittergraf

I gittergrafen G, j (se avsnitt 1), ge alla horisontella (vagrita) kanter vikten 1
och alla vertikala (lodréta) kanter vikten 2. Berédkna totalvikten pa ett minimalt
uppspannande trad i Gy .

Svarighetsgrad: D

0.2 Minimalt uppspannande trad i hyperkub

Lat n > 1, och lat H,, ha som hérn alla bindra ord av langd n. Tva horn ar
sammanbundna om och endast om de skiljer sig at pa exakt en position. Detta
innebar att H,, har formen av en n-dimensionell hyperkub. Se Figur 2 for fallet
n = 3, da vi far den 3-dimensionella kuben. Definiera kantvikter genom att
ge vikten k till varje kant som gar mellan tva bindra ord som skiljer sig at pa
position k (rdknat fran vinster). Visa att ett minimalt uppspannande trad har
totalvikten 27! —n — 2.
Ledning: Anvéand induktion over n.
Svarighetsgrad: B-C

011 1 111
3
3
010 1 110
2 2
2 2
001 1 101
3
3
000 1 100

Figur 2: Grafen Hs med kantvikter som i uppgift O.2.



0.3 Unikt minimalt uppspannande trad

Lat G = (V, E) vara en sammanhéngande graf med reellviarda kantvikter {w(e) :
e € FE} sadana att det inte finns tva kanter med exakt samma vikt. Vi har alltsa
att w(e) # w(e’') om e # €.

(a) Visa att G har ett unikt minimalt uppspénnande trad.

Ledning: Studera tva uppspannande trad T och U. Lat e vara minimal
med avseende pa vikt sadan att e bara finns med i ett av traden, sdg 7T'.
Visa att U + e innehaller ett uppspénnande trid med légre vikt &n U.

(b) Visa att foljande tva egenskaper hos ett uppspannande trad i G ar ekvi-
valenta:

— T &r det minimala uppspannande tridet i G.

— Varje kant e i G som ej tillhor T har maximal vikt bland de kanter
som ingar i den unika cykeln i T + e.

Svarighetsgrad: A-B

0.4 Hamiltoncykler i bipartita grafer

Lat G vara en bipartit graf. Det finns med andra ord en partition {A, B} av
G':s hornméngd sadan att alla kanter i G har en &ndpunkt i A och en &ndpunkt
i B. Anta att G har en Hamiltoncykel. Visa att |A| = |B.

Svarighetsgrad: E

0.5 Hamiltoncykler i gittergrafer

(a) Hitta en Hamiltoncykel i var och en av gittergraferna G4 och Gs¢ (se
avsnitt 1).

(b) Anta att r och k bada &r udda. Visa att G, j inte innehéller nagon Hamil-
toncykel.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C



0.6 Hamiltoncykler och perfekta matchningar

En perfekt matchning i en graf med 2m horn &r en méangd M bestaende av m
kanter sadana att varje horn i grafen finns med i exakt en kant i M.

(a) Anta att G &r en graf med 2m horn sadan att G innehaller en Hamilton-
cykel. Visa att man kan hitta tva perfekta matchningar M; och My i G
sadana att My N Ms = (0 (det vill sidga ingen kant finns med i bade M;
och My).

(b) Anta nu att G innehaller en Hamiltoncykel och att varje horn i G har exakt
tre grannar. Visa att det finns en partition { My, M2, M3} av kantméngden
i G sadan att My, My, M3 alla ar perfekta matchningar.

(c) For grafen i Figur 3, hitta en partition {M;, Ma, M3} av kantméngden
sadan att My, My, M3 alla &r perfekta matchningar.

Svarighetsgrad: (a): D, (b): C, (b): C

Figur 3: Grafen i uppgift 0.6 (c).

0.7 Grafer med Hamiltonstig men utan Hamiltoncykler

Lat G vara en graf pa hornméangden {1,...,n}. Anta att G har en kant mellan
tochi+1fér1 <i<n-—1. Detta innebédr att G innehaller Hamiltonstigen
(1,2,3,...,n). Anta vidare att G inte har nagon Hamiltoncykel.

(a) Visa att det inte finns nagot horn ¢, 3 < ¢ < n — 1, sadant att bade kanten
(1,4) och kanten (i — 1,n) finns med i G.

(b) Visa att det inte finns horn ¢ och j, 2 < i < j < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (j,n) och (¢ — 1,7+ 1) alla finns med i G.

(c) Visa att det inte finns hérn i och j, 2 < i < j < n—1, sadana att kanterna
(1,4), (i,n) och (1 — 1,5 — 1) alla finns med i G.

Ledning: Rital Svarighetsgrad: D



0.8 Gasledningar

I Figur 4 illustreras ett nétverk av gasledningar mellan tva lander S och T'; varje
lednings kapacitet anges i hundratals miljoner kubikmeter gas per vecka. Alla
ledningar kan anvéndas i bada riktningarna.

(a) Ange ett maximalt fléde i ndtverket, och visa att flédet &r maximalt.

(b) For att técka sina framtida behov pa 800 miljoner kubikmeter importerad
gas per vecka trycker landet T pa for en ny ledning mellan linderna A
och B. Vilken kapacitet behévs pa denna nya ledning for att uppna det
onskade flodet?

Svarighetsgrad: E

Figur 4: Natverket i uppgift 0.s.

0.9 Floéden i nitverk med flera sinkor

I denna uppgift far du anvdnda dig av att det finns en kénd metod for att
berdkna ett maximalt flode i ett ndtverk med exakt en kalla och exakt en sanka.

(a) Lat D vara ett ndtverk med en kélla s och flera sdnkor ¢4,...,¢,., alla
skilda fran s. Med ett flode i D menar vi ett flode med nettofléde 0 i
alla horn v ¢ {s,t1,...,t,}, och storleken pa flédet &r nettoflodet ut ur s.
Ange en metod for att bestimma ett maximalt flode i D.

(b) For givna ickenegativa parametrar p1, ..., p,, ange en metod for att hitta
ett flode med egenskapen att nettoflodet till ¢; ar exakt p; for 1 < i < r,
under forutsattning att ett sadant flode existerar.

Svarighetsgrad: C



0.10 Maximala fléden med olika riktningar mellan tva
givna horn

Syftet med denna uppgift ar att visa att det kan finnas tva hérn a och b i ett
nitverk med egenskapen att tecknet pa f(a,b) beror pa valet av maximalt flode
f (och alltsa inte ar entydigt bestdmt av kanternas kapacitet).

(a) Lat D vara definierad som i Figur 5. Visa att det finns tre maximala
fléden f1, fo och fs3 sadana att fi(a,b) > 0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0.

Ledning: Hitta forst ett maximalt fldde, och utga sedan fran detta fldde
for att konstruera floden med de énskade egenskaperna.

(b) Konstruera ett ndtverk av storlek tva med bara fyra hérn s, ¢, @ och b
sadant att det finns tre maximala fléden f1, f2 och f3 sadana att f1(a,b) >
0, fa(a,b) =0 och f3(a,b) < 0. Som vanligt &r s kéllan och ¢ sénkan.

Svarighetsgrad: (a): C, (b): B

Figur 5: Natverket i uppgift O.10.

0.11 Konstruktion av bipartit graf med flodesalgoritm

Lat A = {a1,...,a,} och B ={by,..., by} vara tva mingder av horn, och lat
C1,...,Ccp 0Ch dy,...,d, vara ickenegativa heltal sadana att

n m
E C; = E dj.
i=1 Jj=1

Man vill bilda en bipartit graf med kanter fran hérnen i A till hérnen i B sa
att hornet a; har exakt ¢; grannar i B for alla ¢ och sa att hornet b; har exakt
d; grannar i A for alla j. Formulera detta problem som problemet att hitta ett
maximalt fléde i ett ndtverk, och ange vilka egenskaper detta flode maste ha
for att vi ska fa en bipartit graf med onskade egenskaper. (Du behéver bara
formulera problemet, inte 16sa det.)

Svarighetsgrad: B-C

10



0.12 Diametern av en union

Unionen G U H av tva grafer G = (V, E) och H = (W, F) &r definierad som
grafen med hornméangd VU W och kantméngd FU F. Lat G; = (V4, E1) och
Gq = (Va, Es) vara tva sammanhéngande grafer sidana att hérnméngderna har
en icketom skarning; V4 N Vs # () ar icketom.

(a) Visa att
diam(G; U G2) < diam(G1) + diam(G2),

dér diam(G) ar diametern av grafen G.

(b) Hitta ett exempel dar |[V; NV32| =1 och
diam(Gy U G2) < diam(G1) 4 diam(Gs),
alltsa strikt olikhet.

Svarighetsgrad: D

0.13 Kanttickningar

En kanttickning av en graf G ar en delmingd W till G:s hornmangd V sadan
att varje kant i G har minst en dndpunkt i W. Lat 7(G) vara det minimala
talet ¢ sadant att G har en kanttdckning av storlek .

(a) For ett horn v, lat 7,(G) vara det minsta talet ¢ sadant att det finns en
kanttdckning av G av storlek ¢ som innehaller hérnet v. Visa att

7(G) < 7(GQ) <7(GQ) + 1
for varje horn v.

(b) G &r hornkritisk om 7(G — v) < 7(G) for varje hérn v, dir G — v &r den
inducerade delgrafen till G pa hornméangden V' \ {v}. Visa att en graf G
ar hornkritisk om och endast om 7(G) = 7,(G) for varje horn v i G.

(¢) G ar kantkritisk om 7(G — e) < 7(G) for varje kant e i G. Visa att alla
kompletta grafer K,, och alla udda cykler Co,,+1 &r kantkritiska.

Svarighetsgrad: C

11



0.14 Knesergrafer

Lat n > 2k. Bilda en graf H, ; med ett horn for varje delméngd till {1,...,n}
av storlek k och med en kant mellan tva horn A och B om och endast om A och
B ar disjunkta. H, j ar en sa kallad Knesergraf. Se Figur 6 for Knesergrafen
Hs 5, dven kallad Petersengrafen.

34

/]
}g» .

Figur 6: Petersengrafen Hs o, den mest vélkdnda Knesergrafen. Vi skriver ab
for att beteckna hornet {a, b}.

(a) Visa att varje horn i Hy  har (”;k) grannar.
(b) Berékna diameter och omfang (girth) for Petersengrafen Hj o.
(c) Lat (A, B,C) vara en stig i Hy, ;. Visa att
|[A\ C| < n — 2k.
(d) Mer allmént, 1at (A1, Ao, ..., Asi41) vara en stig i H, i, dédr ¢ > 1. Visa

att
|A1 \A2i+1| S z(n — 2]€)

Dra slutsatsen att det inte finns nagon cykel av udda ldngd i H,, j vars
lingd understiger —%;.

Ledning: Anvand foljande olikhet for dndliga méngder:

X\ Z| <|X\Y|+|Y\Z]

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C, (¢): E, (d): A-B

12



0.15 Fargning av centrala Europa

Figur 7 utgor en karta over centrala Europa med f6ljande tolv linder: Polen,
Tjeckien, Slovakien, Ungern, Slovenien, Osterrike, Schweiz, Frankrike, Luxem-
burg, Belgien, Nederldnderna och Tyskland.

(a) Visa att det inte réicker med tre farger for att farga lainderna sa att lander
med gemensam grans har olika farger.

(b) Med Luxemburg borttaget, visa att det nu gar att farga linderna med
gult, blatt och rott sa att linder med gemensam grians har olika farger.
Hur manga sadana fargningar finns det?

Svarighetsgrad: E

w

Figur 7: Centrala Europa.

0.16 Firgning av en cykel

For n > 3, visa att
X, (r) = (r—=1)"+(=1)"(r - 1),

dar C,, ar cykeln pa n horn.
Svarighetsgrad: C

13



0.17 Fargning av grafer med gemensamt horn

(a) Lat G vara en graf, och lat v vara ett horn i G. For varje heltal » > 1 och
varje tillaten farg k, visa att antalet r-firgningar av G sadana att v har
fargen k ar xq(r)/r.

(b) Lat G och H vara grafer med exakt ett gemensamt horn v. Visa att

xeun(r) = M7

diar G U H &r unionen av graferna G och H definierad i uppgift O.12.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): D

0.18 Fargning av grafer med gemensam klick

Denna uppgift generaliserar féregaende uppgift. Del (b) &r ofta anvéndbar vid
berakning av kromatiska polynom.

(a) Lat G vara en graf, och anta att hornméngden {wi,...,wy} bildar en
klick av storlek k i G. For varje heltal » > k och varje f6ljd av parvis olika
tillatna farger cy, ..., ck, visa att antalet r-fargningar av G sadana att v;
har fargen ¢; for 1 <i < k ar

xa(r) _ (r=k'xa(r)

r(r—1)---(r—k+1) il

(b) Lat G och H vara grafer med gemensam hornméngd W sadana att de
inducerade graferna G(W) och H(W) bada &r lika med den kompletta
grafen pa W. Visa att

xaon(r) = xa(r)xa (r) _ (r=k)xe(r)xa(r)
auH r(r—1)---(r—k+1) 7l ’

dar k = |[W|.

Svarighetsgrad: D

14



0.19 Fargning av korsformad graf

Beridkna y p(r), da P ar grafen i Figur 8.
Svarighetsgrad: C

Figur 8: Grafen P i uppgift 0.19.

0.20 Kromatiska polynom och oberoende mangder

En hérnméngd U ar oberoende i en graf G om inga par av hérn i U &r samman-
bundna i G. Detta innebéar att ingen kant har bada sina dndpunkter i U. Lat
a(QG) vara det stOrsta talet a sadant att G har en oberoende méngd av storlek
a. Exempelvis ar a(K,,) =1 for n > 1 och a(K,, — e) = 2 for n > 2, dér e ar
en godtycklig kant i den kompletta grafen K,.

(a) Visa att det kromatiska talet x(G) uppfyller
a(G)x(G) = n,
dér n ar antalet hoérn i G.

(b) Lat f,-(G) vara antalet oberoende méngder i G av storlek r. Lat e = {v, w}
vara en kant 1 G. Visa att

fr(G) = fr(G =€) + fra(G') = fr-1(G/e),
dar G’ ar den graf som erhalls om vi tar bort hérnen v och w.

Svarighetsgrad: C

15



0.21 Planir framstallning av grafer

Rita graferna i Figur 9 i planet sa att inga kanter korsar varandra. Var noga
med att ange hornens namn.

2 8 1 9

5 78/\ 3
= NN
2 47< 4

5 1 6 5

4 3 2
1

5
2 4

6
3

7 5 6

Figur 9: De fem graferna i uppgift 0.21 som ska ritas utan korsande kanter.

P§

Svarighetsgrad: C-E

0.22 Onlinespel med planira grafer

Forsok klara en sa hog niva som mojligt i spelet pa sidan med foljande adress:

http://www.planarity.net

16



0.23 Planira egenskaper hos Petersengrafen

(a) Anvand Kuratowski-Wagners sats for att visa att Petersengrafen P till
vanster i Figur 10 inte &r planér.

(b) Anvind Kuratowski-Wagners sats for att visa att grafen P — e i mitten av
Figur 10 inte ar planér.

Ledning: Forsok hitta minoren K3 3.
(c) Ar grafen P — {e, ¢’} till hoger i Figur 10 planir?
Svdrighetsgrad: (a): D, (b): A, (¢): E

4 4 4
}g» , }g» , }g»

45 45 45

Figur 10: Till vanster Petersengrafen P, i mitten grafen P — e och till hoger
grafen P — {e,e'}.
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0.24 Acykliska orienteringar (férdjupningsuppgift)

Vi far en orientering av en graf G om vi gor varje kant vw i G riktad pa ett av
de tva mgjliga sitten: antingen fran v till w eller fran w till v. Orienteringen
ar acyklisk om den saknar riktade cykler.

Lat a(G) vara antalet acykliska orienteringar av GG. Denna uppgift gar ut
pa att visa att a(G) ar lika med |xg(—1)|, det vill sdga absolutbeloppet av det
kromatiska polynomet till G utrdknat i punkten —1. Fixera en kant e = vw.

(a) Anta att D dr en acyklisk orientering av G — e. Visa att minst en av
D + (v,w) eller D + (w,v) ar en acyklisk orientering av G.

(b) Lat ag vara antalet acykliska orienteringar av G sadana att vi kan dndra
riktningen pa kanten e och fortfarande ha en acyklisk orientering. Satt
a1 = a(@) — az. Lat vidare by vara antalet acykliska orienteringar D
av G — e sadana att bade D + (v,w) och D + (w,v) &r acykliska. Satt
b1 = a(G — €) — ba. Visa f6ljande tva likheter:

ap = by,
ay = 2b2.

(c) Visa att by = a(G/e), och dra slutsatsen att

a(G) = a(G —e) + a(G/e).
(d) Visa att

dar k£ ar antalet horn i G.
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