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Se det forsta héftet for allmén information om héftets upplagg.

Teoridelen av héftet innehaller en lista Over vanligt féorekommande permuta-
tionsgrupper. Vi diskuterar d&ven Burnsides lemma och cykelindexsatsen, alltsa
materialet fran kapitel 15 i Cameron. Som ett exempel pa hur Burnsides lemma
kan anvandas diskuterar vi "omérkta” fargningar av grafer.
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1 Inledning

Lat V vara en dndlig mdngd. Det mesta vi ska gbra kan uttryckas i termer av
fargningar av elementen i V', alltsa funktioner fran V till en given méngd S. Ett
viktigt specialfall &r S = {0,1}. I detta fall kan man identifiera en fargning med
den delméngd till V som far fargen 1. I vissa fall kommer vi att ha restriktioner
angaende fargning av intilliggande element, men lika ofta kommer vi inte att ha
nagra sadana restriktioner.

For en permutation g pa méangden V och en fiargning ¢ : V. — S, definiera
cg = cog. Detta ar alltsa den fargning som ger fiargen c o g(v) till elementet v
for varje v € V. Vi séiger att g verkar pa fargningen ¢ genom att avbilda ¢ pa

cg.

Observera att cg ger samma firg till v som ¢ ger till g(v). Ekvivalent uttryckt
har vi att ¢ ger samma firg till v som cg ger till g=1(v).

En méngd G av permutationer pa V &ar en permutationsgrupp pa V om méangden
ar sluten under sammansattning och invers. Foljande géller alltsa:

e For alla g1,92 € G géller att g1g2 = g1 092 € G.
e Foralla g € G giller att g~ ! € G.

Lat G vara en permutationsgrupp pa V. Lat X vara en méngd av fargningar
med foljande egenskap:

e For varje g € G och ¢ € X giller att cg € X.
Vi séger att G verkar pa X. Observera for g, h € G och ¢ € X att
(cg)h = (cg)oh =cogoh =co(gh)=c(gh).
Notera i synnerhet att (cg)g™! = ¢ for alla g € G och ¢ € X.

Vi betraktar tva fargningar ¢ och ¢’ som ekvivalenta om det finns ett grupp-
element g sadant att cg = ¢’. Att detta verkligen ger en ekvivalensrelation visar
man med hjilp av axiomen for en permutationsgrupp och identiteten (cg)h =
¢(gh). Man brukar kalla ekvivalensklasserna for banor (orbits).

For ett exempel, lat X vara méngden av alla fargningar med fargerna 1,...,r av
hérnen i en regelbunden n-hérning. Numrera hoérnen 0, ..., n—1 i stigande f6ljd
medurs. Lat ¢ vara en fargning, och lat g vara permutationen (1,2,3,...,n).

Enligt vad vi kom fram till tidigare har vi att cg dr den fargning som ger
den firg som ¢(i) = (¢ + 1) mod n tidigare hade. Om man vill kan man se det
som att g roterar n-hérningen ett snidpp medurs medan fargerna ligger stilla.
Ett alternativt synsétt ar att lata n-hérningen ligga stilla och i stéllet rotera
fargerna. Da far man dock rotera ”baklinges” sa att fargen for horn ¢ hamnar
pa horn (i — 1) mod n. Permutationen g genererar en grupp med n element som
ger upphov till en uppdelning av X i banor. Tva fargningar tillhér samma bana
om och endast om den ena kan erhallas fran den andra genom rotation.

I nésta avsnitt ger vi exempel pa viktiga permutationsgrupper. I efterféljande
avsnitt diskuterar vi sedan Burnsides lemma, omérkta fargningar av grafer och
cykelindexsatsen.



2 Nagra vanliga permutationsgrupper

Vi nimner nagra vanliga permutationsgrupper som ar bra att kdnna till. Om
inte annat anges uttrycker vi alltid permutationer i cykeluppdelningsformat.
Vi kommer ofta att utelimna kommatecknen och skriva (ajas---ay) i stillet
for (a1,ae,...,ar). Om en permutation bestar av e; cykler av lingd ¢ sdger
vi att permutationen har cykelstruktur 1€12¢2...n¢"; n &r storleken pa V. (I
praktiken uteldmnar vi alla 7 sadana att e; = 0, och vi kommer oftast att skriva
cykelstrukturen i omvénd ordning med de langsta cyklerna forst.)

Den symmetriska gruppen S,,, en grupp med n! element. Denna grupp
bestar av alla permutationer pa méangden {1,...,n}. Nagra viktiga exempel:

e S3. Denna grupp bestéar av identiteten (1)(2)(3), de tre transpositionerna
(12)(3), (13)(2) och (23)(1) och de tva rotationerna (123) och (132). Iden-
titeten har cykelstruktur 13 (tre 1-cykler), transpositionerna har cykel-
struktur 211! (en 2-cykel och en 1-cykel) och rotationerna har cykelstruk-
tur 3* (en 3-cykel).

e S4. Denna grupp bestar av 24 element:

| Cykelstruktur | Antal gruppelement |

17 1
2112 6
22 3
31T 8
4T 6

(Antalet gruppelement med en given cykelstruktur kan berdknas med hjalp
av proposition 13.5 i Cameron.)

e S5. Denna grupp bestar av 120 element:

| Cykelstruktur | Antal gruppelement |

1° 1
2113 10
2211 15
3112 20
3121 20
4171 30

51 24

Den cykliska gruppen C,,, en grupp med n element. Denna grupp bestar
av alla permutationer av hérnen pa en n-hérning som uppstar genom rotation.
Vi diskuterade denna gruppverkan i slutet av féregaende avsnitt. Se Exempel
2 i avsnitt 15.4 i Cameron for mer information om gruppen. Den centrala
egenskapen hos C), ér att permutationen som svarar mot rotation med r steg
(alltsa 3607 /n grader) bestar av d cykler med vardera n/d element, dér d dr den
storsta gemensamma delaren till n och r. Rotation med 9 steg av en 24-horning
svarar alltsd mot en permutation med 3 cykler med vardera 24/8 element, ty
ged(24,9) = 3.



Den dihedrala gruppen D,, en grupp med 2n element. Denna grupp
bestar av alla permutationer av hérnen pa en n-hérning som uppstar genom
rotation och spegling. An en gang hinvisar vi till Exempel 2 i avsnitt 15.4 i
Cameron. Nagra specialfall bor man kénna till extra val:

e D,. Denna grupp verkar pa en kvadrat med horn 1, 2, 3 och 4, rédknat
medurs. De atta gruppelementen ar som foljer:

(1)(2)(3)(4) | Identiteten
(1234) Rotation £90°
(1432)
(13)(24) | Rotation 180°
(14)(23) | Spegling i vagrét eller lodréat linje
(12)(34)
(13)(2)(4) | Spegling i diagonal
(24)(1)(3)

e Dj5. Denna grupp verkar pa en regelbunden pentagon (femhorning) med
horn 1, 2, 3, 4 och 5, rdknat medurs. De tio gruppelementen &r som foljer:

(1)(2)(3)(4)(5) | Identiteten
(12345) Rotation £72°
(15432)
(13524) Rotation +144°
(14253)
(34)(52)(1) Spegling i linje genom ett horn
(45)(13)(2) | och motstaende kant
(51)(24)(3)
(12)(35)(4)
(23)(41)(5)

e Dg. Denna grupp verkar pa en regelbunden hexagon (sexhorning) med
horn 1, 2, 3, 4, 5 och 6, rdknat medurs. De tolv gruppelementen &r som

foljer:
(1)(2)(3)(4)(5)(6) | Identiteten
(123456) Rotation +60°
(165432)
(135)(246) Rotation £120°
(153)(264)
(14)(25)(36) Rotation 180°
(12)(45)(36) Spegling i linje genom tva
(23)(56)(41) motstaende kanter
(34)(61)(52)
(26)(35)(1)(4) | Spegling i linje genom tva
(31)(46)(2)(5) | motstaende horn
(42)(51)(3)(6)

Notera att Dg har en mer komplicerad struktur &n Ds. Anledningen ar
att 5 ar ett primtal, medan 6 ar sammansatt.



Rotationsgruppen for den 3-dimensionella kuben, en grupp med 24
element. Vi far en permutation av sidorna i en 3-dimensionell kub genom att
rotera kuben. Mangden av rotationer ger upphov till en permutationsgrupp av
storlek 24. En rotation ar namligen entydigt bestdmd av vilka sidor som utgor
locket och framsidan pa kuben. Det finns sex val for locket, och for varje lock
finns det fyra val for framsidan, vilket ger 6 - 4 = 24 mojligheter.

T avsnitt 15.2 beskriver Cameron (utan att ga in pa detaljer) hur gruppelementen
kan delas in i fem olika klasser. Vi kan beskriva dessa klasser explicit genom att
forst placera hornen till kuben i de atta punkterna +e; +eates = (£1,£1,+1),
dér e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) och es = (0,0, 1). Se Figur 1 for en illustration.
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Figur 1: Kub med hérnen i punkterna (+1,41,£1).

Lat oss studera cykelstrukturen hos elementen i gruppen. Varje gruppelement
ar alltsa en permutation pa en méangd med sex element. Vi far féljande tabell:

| Cykelstruktur | Antal element | Beskrivning |

16 1 Identiteten
2212 3 Rotation 180° runt x-, y- eller z-axeln
4112 6 Rotation +90° runt -, y- eller z-axeln
23 6 Rotation 180° runt axeln e; €5, 1 < j
32 8 Rotation £120° runt axeln eq &= eg + e3

Nagra kommentarer:

e Observera att rotation medurs runt axeln v ar ekvivalent med rotation
moturs runt axeln —v.

e Rotation 180° runt en axel pa formen e;%-e; innebér att vi roterar ett halvt
varv runt en linje som gar igenom tva motstaende kanter. Exempelvis har
vi i fallet da axeln ar e; + eg att vi far en rotation runt en linje genom
kanten mellan hornen i punkterna (e; + e3) + es och (e; + e3) — es och
kanten mellan hornen i punkterna —(e; + e2) + e och —(e; + e2) — es.

e Rotation runt en axel pa formen v = e; &+ es & e3 innebéar att vi roterar
runt en linje genom hérnen i punkterna v och —wv.



Vi kan dven bilda en grupp bestaende av de permutationer av kubens atta horn
som uppstar vid rotation. An en gang har vi en grupp med 24 element. Vi far
foljande tabell:

| Cykelstruktur | Antal element | Beskrivning |

18 1 Identiteten

21 3 Rotation 180° runt x-, y- eller z-axeln

42 6 Rotation +90° runt x-, y- eller z-axeln

21 6 Rotation 180° runt axeln e; e;, 1 < j
3212 8 Rotation £120° runt axeln eq = eg + e3

En tredje mojlighet &r att studera gruppen bestaende av de permutationer av
kubens tolv kanter som uppstar vid rotation; se 6vningsuppgift O.3.

Produktgrupper. Lat G och H vara tva permutationsgrupper pa méngderna
V respektive W. Vi kan bilda en permutationsgrupp G x H pa produktméangden
V x W. Definiera ndmligen

(g, 1) (v, w) = (g(v), h(w)).
Vi noterar att
(g:h)(g", 1) = (gg', h).
Vidare ir inversen till (g, h) lika med (g—1, h71).
Lat oss berdkna cykelstrukturen for ett element (g,h) i ett specifikt exem-
pel. Lat V = {1,2} och W = {3,4,5,6,7}, och anta att ¢ = (1,2) och

h = (3,4,6)(5,7). Med skrivsittet ab = (a,b) for element i V x W ser vi
att (g, h) har cykeluppdelningen

(13,24, 16,23, 14, 26)(15, 27)(25, 17)

och diarmed cykelstrukturen 6'22. Se Gvningsuppgift 2 i héiftet som hor till del
II for fler exempel.

En viktig observation &r att vi kan identifiera en fargning ¢ : {1,...,m} x
{1,...,n} — S med den m x n-matris som har egenskapen att elementet i rad 4
och kolumn j r lika med ¢(i, j) for 1 < i < moch 1 < j < n. T uppgifterna O.10
och O.11 studerar vi bindra matriser under gruppverkan.

3 Burnsides lemma

Lat G vara en permutationsgrupp pa en éndlig mangd V', och anta att G verkar
pa en mingd X av fargningar av V. Burnsides lemma ger ett smidigt satt att
rikna antalet banor (ekvivalensklasser) i X som gruppen G ger upphov till. Lat
Y vara en bana i X. For varje ¢,c’ € Y, 1at

G(e,d)y={g:cg="C"}.
Burnsides lemma bygger pa foljande identitet, som vi visar senare i avsnittet:

G(e, ) = |GI/IY]. (1)



Identiteten medfor i synnerhet att |G(c,c)| = |G|/|Y] for alla ¢ € Y, vilket

innebar att
> 1G(e,0)l =Gl
ceY

Vi har darmed att

> 1G(e,e)l =16l 4 (2)

ceX

déar A &ar antalet banor. Varje bana ger namligen tillskottet |G|, och vi har A
banor. Summan i (2) rdknar alla par (g, c) sadana att g € G, ¢ € X och ¢g = c.
Tricket i Burnsides lemma ar att summera 6ver G i stéllet for X.

Hjilpsats 3.1 (Burnsides lemma) Fér varje gruppelement g, lat fix(g) vara
antalet fargningar ¢ € X sadana att cg = c. Antalet banor i X som gruppen G

ger upphov till ar lika med
1
— fi )
@ > fix(g)

geG

Bevis. 1summan dec fix(g) réknar vi varje par (g, ¢) sadant att cg = ¢ precis
en gang. Detta var precis vad vi gjorde dven i (2), vilket medfor att summan
ar lika med |G| ganger antalet banor i X. Division med |G| ger det onskade
resultatet.

Det aterstar darmed enbart att visa formeln (1). Lat ¢ och ¢ tillhdra samma
bana Y, och 14t g € G(c,’). Elementet g har alltsa egenskapen att cg = ¢/; ett
sadant g existerar per definition av bana. Definiera ¢ : G(¢,¢) — G(c, ') som
p(h) = hg. Detta ar verkligen en funktion fran G(c,c) till G(c, '), ty

cp(h) = c(hg) = (ch)g = cg = ¢

om h € G(c,c). Vidare dr ¢ en bijektion, ty ¢ har en invers ¢ definierad som
¥(h) = hg™'. Alltsa ar |G(c, ¢)| = |G(c,’)|. Som en konsekvens har vi for alla
c,c €Y att

Gl =Y |G, = Y |Gle,e)| = [Y]-|G(e,e)| = [Y] - |G(e. )],
c’'ey c’'ey

vilket ger (1). Detta avslutar beviset av Burnsides lemma. O

Vi har foljande villkor for nir cg = ¢:

Hjalpsats 3.2 For varje g € G och ¢ € X gdller att c¢g = ¢ om och endast
om varje cykel i cykeluppdelningen av g dr enfdargad. Med detta menar vi att
c(v) = c(w) om v och w dr tva element i V' som tillhér samma cykel i g.

Bevis. Anta att ¢ = cg. Lat (vq,...,v,) vara en cykel i g. Vi ser att
c(vi) = (cg)(vi) = c(g(vi)) = c(V(it1) mod r)
for alla 4. Alltsa &r alla cykler i g enfargade.

Anta istéllet att ¢ # cg. Detta innebér att det finns nagot v € V sadant att
c(v) # ¢(g(v)). Eftersom v och g(v) tillhor samma cykel innebédr det att det
finns en cykel i g som inte ar enfiargad. t



Vi ger nu nagra exempel pa tillimpningar av Burnsides lemma.

Exempel 1. Lat n > 1, och betrakta tva binara foljder (bo,...,b,—1) och
(coy...,cn—1) som ekvivalenta om den ena kan erhéllas fran den andra via
en rotation. Det finns alltsa ett r sadant att b; = c(i4r) moan for alla i.
Den cykliska gruppen C,, verkar naturligt pa méngden av binéra foljder. Om
g betecknar rotation med ett sndpp har vi att ¢” avbildar (bo,...,b,—1) pa
(bry D141y - - -, bp—14+), dér alla index beriknas modulo n. Observera att man
kan identifiera en binér foljd med en fargning av hornen i en n-hérning med
fargerna 0 och 1. Som vi beskrivit tidigare verkar C, genom att rotera n-
horningen.

Lat oss anvinda Burnsides lemma for att se hur man kan berékna antalet ekvi-
valensklasser av binédra foljder av lingd n med k ettor. Studera ett gruppelement
g". Elementet g" avbildar en bindr 6ljd (bo,...,b,—1) pa sig sjidlv om och en-
dast om b; = b(i4r) mod n fOr alla 4. Sdtt d = ged(n,r). Genom att anvénda oss
av samma resonemang som i beviset for Lemma 15.4.1 i Cameron inser vi att
g" bestar av d cykler bestaende av vardera n/d element.

Enligt Hjélpsats 3.2 fixerar ¢" en fargning om och endast om varje cykel i g" &r
enfargad. Om k inte ar delbart med n/d finns det darfor ingen fargning med
k ettor som fixeras av ¢". Om k &r delbart med n/d far vi en fargning med k
ettor genom att vélja fargen 1 till exakt k/(n/d) = kd/n av cyklerna. Detta
kan goras pa (k dd/n) olika sitt. Skriv for enkelhetens skull [n,r] = ged(n,r).
Burnsides lemma ger att det sokta antalet ekvivalensklasser ar

22 (o)

T

dér vi summerar 6ver allar € {0,...,n—1} sadana att k ar delbart med n/[n, r].

Exempelvis har vi da (n, k) = (6, 3) att k = 3 ar delbart med n/[n,r] = 6/[6, 7]
om och endast om r ar jamnt. Det sOkta antalet ar alltsa

5 (G o)+ G oae) * (o))
SRR R

(1,1,1,0,0,0),(1,1,0,1,0,0),(1,0,1,1,0,0),(1,0,1,0,1,0) ar exempel pa repre-
sentanter for de fyra olika ekvivalensklasserna.

Om i stéllet (n,k) = (6,4) har vi att k = 4 &r delbart med n/[n,r] = 6/[6, 7]
om och endast om r dr delbart med 3. Den hér gangen far vi ddrmed att

5 (o)~ (o)
= (1)) ="5"=s




Vi ser att (1,1,1,1,0,0),(1,1,1,0,1,0),(1,1,0,1,1,0) &r exempel pa represen-
tanter for de olika ekvivalensklasserna.

Se 6vningsuppgift O.1 for fler exempel.

Exempel 2. Detta exempel liknar exemplet i avsnitt 15.2 i Cameron, men vi
studerar fargningar av hornen i stéllet for sidorna. Vi vill rdkna antalet sétt
att farga hornen pa en kub med r farger, dar tva fargningar anses identiska
om den ena kan Gverforas i den andra via en rotation av kuben. Vi tillater
tva intilliggande horn att ha samma farg. Lat g vara ett gruppelement med k
cykler. For att berdkna fix(g), alltsa antalet fargningar som fixeras av g, noterar
vi att Hjalpsats 3.2 ger att vi har exakt r val for var och en av de k cyklerna.
Multiplikation ger att fix(g) = r*. Enligt avsnitt 2 har vi ett element med
cykelstruktur 18, nio element med struktur 24, sex element med struktur 42 och
atta element med struktur 3212, Vi summerar situationen i féljande tabell.

| Cykelstruktur | Antal g | fix(g) |

18 1 r8
24 9 rd
42 6 r2
3212 8 rd

Burnsides lemma ger ddrmed att antalet banor av fargningar ar lika med

1, g A 9 o T2+ 177 4 6)
24(r+97"+67"+87")— 51 )

I specialfallet » = 2 far vi att antalet banor ar lika med

22(26+17-22+6)_64+68+6_@_23
24 o 6 6 T

4 Omarkta fargningar av grafer

Lat G vara en graf. Vi later Aut(G) beteckna automorfigruppen pa G. Aut(G)
bestar alltsa av alla permutationer « pa hornméngden V sadana att ab utgor en
kant i G om och endast om 7 (a)7(b) utgor en kant i G. Lat r > 1, och lat X vara
méngden av r-fargningar av G, alltsa fargningar med fargerna 1, . .., r sadana att
tva sammanbundna horn har olika farg. Precis som i tidigare avsnitt betraktar
vi tva fargningar i G som ekvivalenta om det finns en automorfi som avbildar
den ena fargningen pa den andra. Vi siger att en bana, alltsa en ekvivalensklass
av fargningar, r en omdrkt (unlabelled) fargning. De ursprungliga fargningarna
kallar vi for markta (labelled).

Som bekant ges antalet méarkta fargningar av G med r farger av det kromatiska
polynomet fg(r).! T detta avsnitt anviinder vi Burnsides lemma for att visa att
aven antalet omérkta fargningar ges av ett polynom.

Lat 7 vara en automorfi pa G. Bilda en graf G/m, dar vi har ett horn for varje
cykel i w. Dra en kant mellan tva cykler w; och we om och endast om det

IPolynomet betecknades xg(r) i hiftet som hér till del ITI.
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finns horn wq 1 w1 och us 1 wy sadana att det finns en kant mellan u; och us.
Vi tillater 6glor och drar en sadan vid w om det finns hérn » och v i w som
ar sammanbundna. Observera att det kromatiska polynomet av en graf som
innehéaller en 6gla ar lika med noll. En sadan graf har ndmligen inga tillatna
fargningar 6verhuvudtaget.

Sats 4.1 Lat fg(r) beteckna antalet omdrkta fargningar av grafen G med r
farger. Da dr

fa(r) = |Aut > fG/w

TEAut(G

I synnerhet dr fg(r) ett polynom i r.

Bevis. Enligt Burnsides lemma har vi att antalet omérkta fargningar med r

farger ges av
>, ),
TEAUt(G)

. 1
16(r) = Ao

dér o™ (r) ar antalet fargningar som fixeras av w. Enligt Hjdlpsats 3.2 fixerar
7 en fargning om och endast om varje cykel i m &r enfargad. Vi kan alltsa
identifiera en sadan fargning med en fargning av cyklerna i m, och villkoret for
att en fargning ska vara tillaten &r att tva cykler wy och wq inte far ha samma
farg om det finns en kant (uq,uq) sadan att uq ligger i wi och uo ligger i wo.
Detta ar ekvivalent med att sdga att vi har en tillaten fargning av hérnen i G/,
vilket ger att o™ (r) = fg /(7). O

Som exempel studerar vi Cy, grafen med fyra horn 1,2, 3,4 och med fyra kanter
(1,2), (2,3), (3,4) och (1,4). Automorfigruppen for Cy &r Dy, den dihedrala
gruppen med fyra element. Foljande tabell anger graferna C4/7 for de olika
gruppelementen 7 1 Dy. Vi later 0 beteckna grafer med en 6gla; sadana grafer
gar ej att farglagga.

™

[ Ca/m ]

(1)

)(4)

)
12
4

1)
2)

(

4)

(

(2
(1
(1
1
1
1

(3
3
3
(2
(2
(3

3)
4)

(
(1

3
4
2
3)

)(4)

)
)
)
(2
249)1)3) | B

P5 betecknar en graf med tre horn och tva kanter. Enligt 6vningsuppgift 16 i
héfte IIT har vi att

r(r —1)(r? — 3r + 3).
1)? och fk,(r) = r(r —1). Slutsatsen ir att

feu (T) =

Vidare har vi att fp,(r) =r(r —

f@(?ﬁ) = §(1 rir=1)(*=3r+3)+1-r(r—1)+2- r(r—l))
= L"S_l) ((r* =3r+3)+1+2(r—1))
r(r—1)(r? —r—|—2).

8
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Exempelvis dr fe, (3) = 6 och fo, (4) = 21, vilket innebér att det finns 6 omiirkta
fargningar med fargerna 1, 2,3 och 21 omarkta fargningar med fargerna 1, 2, 3, 4.

5 Cykelindex

Lat som vanligt V' vara en dndlig méngd, X en méingd av fargningar och G
en permutationsgrupp pa V som verkar pa X. Eftersom G bevarar antalet
forekomster av varje given farg kan vi studera den delméngd av X som bestar
av alla fargningar med ett givet antal forekomster av varje farg. I det héar
avsnittet nojer vi oss med att studera 2-fargningar, ndrmare bestadmt fargningar
av V med 0 och 1. Detta &r ekvivalent med att studera delmingder av V; en
given fargning svarar mot delmingden av element fargade 1. Vi studerade ett
par exempel pa 2-fargningar i avsnitt 3. Vi aterkommer till dessa exempel i
slutet av det har avsnittet.

Lat X vara delméngden av X bestaende av de fargningar som har exakt k
ettor. For ett givet gruppelement g, 1at fixg(g) vara antalet fargningar i X som
fixeras av g. Burnsides lemma ger att antalet banor i X}, ar lika med

] 2 ol

geG
Definiera .
t) = Zﬁxk(g)tk
k=0
Vi ser att
LD DTS b ST oSyt

geG gEG k=0 gEG

Detta innebér att koefficienten framfor ¢* i denna summa ar lika med antalet
banor av fargningar med exakt k ettor.

Lat oss nu studera polynomet fix(g,t) ndrmare i fallet da X &r méngden av
alla mojliga 2-fargningar, alltsd méngden av alla funktioner fran V till {0,1}.
Anta att g har cykelstrukturen 1€12¢2 ... n¢n_ Infor variabler si, sa, ..., S5, och
definiera g:s cykelinder att vara polynomet
2(g; 81,82y, 8n) = 871852 - son.

En fargning fixeras av g om och endast om varje cykel ar enfargad. Detta
innebar att varje cykel av lingd ¢ innehaller antingen 0 horn eller ¢ hérn med
fargen 1. Multiplikationsprincipen (se héftet for del I av kursen) ger att

fix(g,t) = z(g; 1 +t,1 +t2,..., 1 +t").
Vi ersiitter alltsa s; med polynomet 1+ t* i formeln for 2(g; s1, 52, . .., 5,). Ko-

efficienten framfor t* blir da ndmligen lika med antalet sétt att fa ihop exakt k
element genom att vilja antingen inga eller alla element fran varje cykel i g.

12



Definiera

1
Z(G;51,82,...,8n) = al Zz(g;sl,SQ,...,sn).

geG

Detta ar G:s cykelindez.

Sats 5.1 (Cykelindexsatsen) Ldt ay vara antalet banor av fargningar med
exakt k farger. Da ar

S aptt = Z(Gi 1+ 4,1+, 1+ t7).
k=0

Detta foljer fran Burnsides lemma, ty enligt ovan &r

1
Z(G:14t,14+t%...,14+1") = @Zz(g;l—kt,l—kt?,...,l—kt”)
geG

= 2 fx(a0).

geG

Lat oss studera exemplen fran avsnitt 3.

Exempel 1. Vi studerar forst exemplet fran avsnitt 3 med binéra foljder av
laingd n. Som vi konstaterade i avsnitt 3 bestar g" av d cykler innehallande
vardera n/d element, dir d = ged(n,r). Detta innebéar att

Z(Q? Sly-++y Sn) = S;il/d
och diarmed att
LR ged(nr)
. o ged(n,r
Z(Cn7515"-78n) - E Sn/gcd(n,r)'
r=0

Lat aj vara antalet banor av binéra foljder med exakt k ettor. Cykelindexsatsen
ger att

n—1

n 1
S antt = Z(Cos 1ty 14 17) = = 3 (14 g7/ 8ot ysed(nn),
k=0 n r=0

Exempelvis far vi for n = 6 att

6
S att =
k=0

(1 + tG/ gcd(G,r))gcd(G,r)

hE

5
Il
=]

(A+0)°+ A+ +21+%)> +2(1 4+ 1%)

(6 + 6t + 18t> + 24¢> + 18t* + 6t° + 6¢°)

== O =

= 14+t+3t24+463 + 3t + 5 + 5.

Ur detta kan vi direkt ldsa av antalet banor av bindra foljder med k ettor for
varje k.
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Exempel 2. Vi studerar nu exemplet med fargningar av hornen i kuben fran
avsnitt 3. Vi later 7 = 2 och ndjer oss alltsa med att undersdka 2-fargningar.
Lat G beteckna rotationsgruppen. Enligt vara utrdkningar i avsnitt 3 har vi att

1
Z(G;81,52,---,5n) = 24 (53 +9s3 + 657 + 8s3s7) .

Detta ger att
Z(Gi1+t, 142,141t
= i(1-(1+t)8+9-(1+t2)4+6-(1+t4)2+8-(1+t3)2(1+t)2)
= 14+t+3t2 + 363+ 7t* +3t° 43¢5 7 + 15

Cykelindexsatsen ger att antalet fargningar med exakt k ettor ar lika med koef-
ficienten framfor t*. Notera att summan av koefficienterna ar 23, vilket var det
svar vi fick i avsnitt 3.
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O évningsuppgifter

0.1 Cykliska binira foljder, del 1

Lat n > 1, och betrakta tva bindra foljder av lingd n som ekvivalenta om
den ena kan erhallas fran den andra via en rotation; se Exempel 1 i avsnitt 3.
Berdkna antalet banor (ekvivalensklasser) av foljder med exakt k ettor i foljande
fall:

(a) (n,k) = (8,4).
(b) (n,k) = (9,6).
(¢) Godtyckligt par (n, k) sadant 1 < k < n och ged(n, k) = 1.

Svarighetsgrad: D

0.2 Par av hérn i en kvadrat med fyra lov

Den dihedrala gruppen Dy verkar pa grafen H i Figur 0.2 genom rotation och
spegling. Lat X vara mangden av 2-fargningar av H som uppfyller foljande
villkor:

e Exakt tva horn har fargen 1, och dessa tva horn ar inte sammanbundna.

(Detta innebér att de tva hornen med fargen 1 utgor en oberoende méingd;
se Ovningsuppgift 20 i héftet till del III.) Berdkna antalet banor av tillatna
fargningar.

Svarighetsgrad: C

Figur 2: Grafen H i uppgift 0.2.
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0.3 Kantfargningar av kuben, del 1

T avsnitt 2 beskrev vi hur rotationer av kuben ger upphov till grupper av permu-
tationer dels av kubens atta hérn och dels av kubens sex sidor. I denna uppgift
betraktar vi motsvarande grupp av permutationer av kubens tolv kanter.

(a) Ange cykelstrukturen for de 24 gruppelementen med avseende pa hur de
verkar pa de tolv kanterna.

(b) Tva fargningar av kanterna &ar ekvivalenta om den ena fargningen kan
overforas i den andra via en rotation av kuben. For r > 1, anviand Burn-
sides lemma for att berdkna antalet banor av fargningar av kanterna med
fargerna {1,...,r}. Vad blir antalet fér » = 2?7 Vi har inga restriktioner
angaende fargningen av intilliggande kanter.

Svarighetsgrad: B

0.4 Omirkta firgningar av en hexagon
Berdkna det oméarkta kromatiska polynomet for hexagonen Cg. Du far anvénda
formeln i uppgift 16 i héfte III utan bevis.

Svarighetsgrad: C
0.5 Samband mellan fargningar och urvalsproblem

Visa att vi har bijektioner mellan féljande par:

(a) — Markta r-fargningar av den kompletta grafen K,,.
— Foljder av langd n utan upprepning med element fran en méangd med
r element.
(b)  — Omiérkta r-firgningar av den kompletta grafen K.

— Delméngder av storlek n till en méngd med r element.

(¢) — Maérkta r-fargningar av den tomma grafen O,,.

— Foljder av langd n med element fran en méngd med r element (upp-
repning ar tillaten).

(d)  — Omaérkta r-firgningar av den tomma grafen O,,.
— Multiméangder av storlek n over en méngd med r element.

(Se avsnitt 1 i héfte I {6r detaljer om de fyra olika typerna av foljder.)
Svarighetsgrad: D

0.6 Omirkta fargningar av tomma grafer
Anvénd (d) i uppgift 0.5 for att visa att
1 n+r—1
il (m) —
n! Z = < n >7
TESy

dér «(m) ar lika med antalet cykler i cykeluppdelningen for 7. (Koefficienterna
i polynomet ) s, (™) dr absolutbeloppen av Stirlingtalen av forsta slaget.)
Svarighetsgrad: D
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0.7 Omirkta fargningar av narapa kompletta grafer

Berikna det omarkta kromatiska polynomet for K, — e, dar e ar en godtycklig
kant i K,,. Ledning. Automorfigruppen for K, —e kan identifieras med méngden
av par (o, ) sadana att o dr en permutation av hérnen i e och 7 en permutation
av hornen utanfor e.

Svarighetsgrad: B
0.8 Cykliska binara foljder, del 2

Anvind samma beteckningar som i uppgift 0.1 och Exempel 1 i avsnitt 5. For
0 < k < n, berdkna antalet banor av foljder med exakt k ettor i f6ljande fall:

(a) n=28.
(b) n=29.
(¢) n godtyckligt primtal.

Svarighetsgrad: C

0.9 Kantfargningar av kuben, del 2

Anvind samma beteckningar som i uppgift 0.3. For 0 < k < 12, beriikna
antalet ekvivalensklasser av 2-fargningar av de tolv kanterna i kuben sadana att
exakt k kanter far fargen 1.

Svarighetsgrad: B
0.10 Matriser under gruppverkan, del 1

Betrakta tva m x n-matriser A och B som ekvivalenta om man kan erhalla B fran
A genom att kasta om ordningen pa raderna och pa kolonnerna. Observera att vi
kan identifiera en bindr m x n-matris med en fargning av mangden {1,...,m} x
{1,...,n}; se avsnitt 2.

(a) Anvéand en direkt metod for att berdkna antalet ekvivalensklasser av
bindra 2 x 3-matriser med k ettor for 0 < k < 6.

(b) Ange en gruppverkan vars banor svarar mot ekvivalensklasserna.
(c¢) Los uppgift (a) med hjalp av cykelindexsatsen.
Svarighetsgrad: (a): E, (b): B, (c): B

0.11 Matriser under gruppverkan, del 2

Betrakta nu tva m x n-matriser A och B som ekvivalenta om man kan erhalla
B fran A genom att rotera raderna och kolonnerna cykliskt.

(a) Ange en gruppverkan vars banor svarar mot ekvivalensklasserna.
(b) Berikna antalet banor av bindra 3 x 4-matriser med k ettor for 0 < k < 12.

Svarighetsgrad: B
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0.12 TvAa cirkelskivor indelade i fem tartbitar

Tva cirkelskivor ar indelade i fem identiska tartbitar som i Figur 3. Vi kan rotera
var och en av cirkelskivorna med heltalsmultiplar av 360/5 grader, och vi kan
kombinera varje tdnkbar rotation med att byta plats pa de tva skivorna. Detta
ger en verkan pa de tva cirkelskivorna med en grupp G av storlek 2-2° = 50. For
0 < k < 10, berdkna antalet ekvivalensklasser av méngder med k tartbitar, déar
tva méngder A och B betraktas som ekvivalenta om det finns ett gruppelement

som avbildar A pa B.
Svarighetsgrad: A

Figur 3: Tva cirkelskivor indelade i fem identiska tartbitar.
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