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Detta héfte innehaller kompletterande material till del V av kursen SF2715
Tillampad kombinatorik, som ges pa KTH under andra halvan av varen 2009.
Se det forsta haftet for allmén information om héaftets upplagg.

Utéver 6vningsuppgifter innehaller hiftet d&ven en grafteoretisk tolkning av be-

greppet Hammingavstand. Med hjélp av denna tolkning kan vi generalisera vissa
av de begridnsningar pa kodstorleken som diskuteras i avsnitt 17.4 i Cameron.
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1 Notation och konventioner

Foljande géller for det hér héftet:

e Nar vi sager att en kod C har langd n menar vi att varje kodord i C' har
langd n.

e Nir vi sdiger att M &r en generatormatris till C' menar vi att C' ar den
linjara kod vars kodord utgors av alla linjarkombinationer av raderna i
matrisen.

o Nir vi séiger att A &r en kontrollmatris (check matriz) till C menar vi att
C ar den linjara kod vars kodord utgors av alla radvektorer w av langd n
som uppfyller ekvationen

A-wl =0« w-AT =0.

Detta innebar att vi anvander samma notation som i Cameron.

2 Generalisering till grafer

Syftet med detta avsnitt &r att generalisera begreppet koder till grafer. Vi gor
detta for att oka forstaelsen for nagra av resultaten i avsnitt 17.4 i Cameron.
De begrepp som infors i detta avsnitt &r helt analoga med motsvarande begrepp
i avsnitt 17.2 och 17.4 i Cameron.

Man kan tolka koder i termer av grafer pa foljande vis. Lat S vara vart
alfabet och n lingden pa orden. Anta att S innehaller ¢ element. Bilda en graf
G(q,n), dar vi har ett horn for varje ord och en kant mellan tva horn om de
skiljer sig at pa exakt en position. Avstandet dg (v, w) mellan tva horn v och w
i en graf G definieras som antalet kanter i den kortaste stigen mellan hornen.

Hjalpsats 2.1 Hammingavstandet mellan tva ord v och w dar lika med avstandet
dc(g,n) (v, w) mellan motsvarande hérn i grafen G(q,n).

Om tva ord a och b skiljer sig at pa k positioner kan vi ndmligen ta oss fran a
till b 1 k steg genom att i varje steg d&ndra symbol pa en av de k positionerna
dér a och b skiljer sig at. Exempelvis kan vi ta oss fran 001122 till 011220 i tre
steg langs stigen

(001122,001120,001220,011220).

Ta nu en godtycklig graf G, och definiera en kod i G att vara en delméngd
C av hornméngden V sadan att C innehaller minst 2 hérn. Medlemmarna i C'
kallar vi for kodord. Vi sager att C' &ar e-rattande om det for varje hérn v i G
finns hogst ett kodord ¢ fran C sadant att dg (v, ¢) < e.

Foljande hjilpsats dr analog med Proposition 17.2.2 i Cameron. Beviset
lamnas som Gvning.

Hjilpsats 2.2 En kod C i grafen G dr e-rdttande om och endast om det min-
imala avstandet i C' dr minst 2e + 1.

En av huvudpoédngerna med att generalisera till allménna grafer ar att det
blir lattare att illustrera de olika resultaten geometriskt. G(2,n) har formen av
en hyperkub av dimension n, vilket blir besvarligt att illustrera redan for n = 4.



Figur 1: De markerade hornen bildar en 1-rattande kod. I figuren till hoger har
vi markerat bollarna med radie 1 runt de fyra kodorden.

I Figur 1 ges ett exempel pa en graf med en 1-rdttande kod av storlek 4.
Att koden ar 1-réttande ser vi genom att notera att det for varje horn i grafen
bara finns ett enda kodord som &r pa avstandet hoégst 1. Alternativt kan vi
notera att avstandet mellan varje par av kodord &r minst 2-1+ 1 = 3. I bilden
till hoger i figuren har vi for varje kodord markerat “bollen” bestaende av alla
horn som ligger pa avstandet hogst ett fran det givna kodordet. Att koden &r
1-rdttande innebér precis att bollarna &r disjunkta; se Hjalpsats 2.3 nedan.

Begreppet “boll” visar sig vara véldigt anvandbart fér allménna grafer G.
Lat w vara ett hérn i G och r ett positivt tal. Vi definierar bollen B, (w) med
radie r och centrum w som méangden av horn v pa avstand hogst r fran w;

B, (w) ={v eV :dg(v,w) <r}.
Hjilpsats 2.3 En mdngd C dr en e-rdttande kod om och endast om bollarna i

mangden {Be(c) : ¢ € C} dar parvis disjunkta.

Bevis.  Att C inte ar e-réttande ar ekvivalent med att nagot horn ligger pa
avstandet hogst e fran tva olika kodord ¢; och ¢o. Detta &r i sin tur ekvivalent
med att bollarna B.(c1) och Be(c2) har en icketom skédrning. O

Foljande storheter ar alltsa identiska:
e Maximala antalet disjunkta bollar med radie e som far plats i grafen G.
e Maximala storleken pa en e-rattande kod i G.

Lat oss sdga att G ar r-likformig om alla bollar i G med radie r innehaller
samma antal element. Vi later b, beteckna detta antal. Observera att G(q,n)
ar r-likformig for alla 7 och att vi i detta fall har att

b, = Z (Z) (g — 1)*. (1)

k=0
Ség namligen att vi vill bilda ett ord v = (v1,...,v,) pa avstandet k fran ett
givet ord w = (w1, ..., wy,). Forst véljer vi de k positioner ¢ dar vi vill att v;

och w; ska vara olika. Detta val kan vi gora pa (2) olika sitt. Sedan valjer vi
ett v; skilt fran w; for varje sddan position 7. Detta val kan vi gora pa (¢ — 1)*



Figur 2: Vi har markerat 1-rdttande koder i tva sa kallade gittergrafer. I bada
fallen &r graferna ritade pa en torus. Detta innebér att kanterna som sticker ut
fran hornen langst till hoger ska passas ihop med kanterna som sticker ut fran
hornen langst till vanster, och analogt for kanterna langst upp och langst ned.

olika séitt. Antalet ord pa avstandet k &r alltsa (})(q — 1)¥, vilket medfér att

antalet ord pa avstandet hogst r ges av formeln (1).

Sats 2.4 (Hamming-gransen) Om G dr e-likformig har varje e-rdttande kod
i G hogst |V'|/be kodord.

Bevis.  Lat C vara en e-rittande kod. Enligt Hjélpsats 2.3 &r bollarna i
méngden {B.(c) : ¢ € C} parvis disjunkta, vilket innebér att varje horn i
G ar med i som mest en av bollarna. Detta ger att
v
VIz 10l -beoe= (0] < 2,

e

vilket ar den sokta olikheten. O

Likhet ges precis da varje horn i grafen tillhor exakt en av bollarna. Koden
i Figur 1 ar ett sadant exempel, och Hamming-gransen dr mycket riktigt lika
med antalet kodord, ty |V'|/b; = 16/4 = 4.

For att gora kopplingen till vanliga koder explicit anvinder vi nu Sats 2.4
och (1) for att dra f6ljande slutsats:

Foljdsats 2.5 (17.4.2 i Cameron) Lat n > 3, ¢ > 2 och e > 1. Varje e-
rattande kod av langd n dver ett alfabet av storlek q har hiogst

vi_ 7"
be D=0 (Z) (¢ — 1)

kodord.

Notera att faktorn (¢ — 1)* &r lika med 1 i det viktiga specialfallet ¢ = 2.
Lat oss dven ge en generalisering av (17.4.1) i Cameron:



Sats 2.6 Om G dr 2e-likformig finns det en e-rdattande kod i G med minst
[V'|/bae kodord.

Bewvis. Lat C vara en kod i G som dr maximal. Anta att det finns nagot hérn
x som inte dr med i bollen Bs.(c) for nagot kodord c¢. Da &ar x pa avstandet
minst 2e + 1 fran vart och ett av kodorden i C, vilket innebér att CU {x} &r en
kod, en motségelse. Alltsa dr alla horn med i minst en boll Bg.(c) sadan att ¢
ar ett kodord, vilket innebér att

Vi

VI<ICl-bae <= [C] = .
2e

Detta ar den sokta olikheten. O

I specialfallet med vanliga koder erhaller vi féljande, dar vi &n en gang
anvéinder oss av formeln (1):

Foljdsats 2.7 (17.4.1 i Cameron) Latn >3, ¢ > 2 och e > 1. Det finns en
e-rattande kod av ldngd n éver ett alfabet av storlek ¢ med minst

Vi
bze ie:() (Z) (¢ —1)F

kodord.

Detta resultat brukar kallas for Varshamov-Gilbert-gransen. Om man vill kan
forkorta detta som VG-griansen. An en gang kan man notera att faktorn (¢—1)*
blir lika med 1 i specialfallet ¢ = 2.



O évningsuppgifter

0.1 Tva koder med sju kodord
(a) Lat C vara koden bestaende av f6ljande sju kodord av lingd 10:

a = 00000 00000
b= 11000 11100
¢ = 0011001110
d = 1000100111
e = 0110010011
£ =0001111001
g=1111111111

Berikna avstandet mellan varje par av kodord i C, och ange det minimala
avstandet i C.

(b) Lat C” vara koden bestaende av foljande sju kodord av ldngd 11:

a = 00000 000000
b= 11000111001
¢=00110011101
d = 1000100111 1
e = 01100100111
f=00011110011
g=11111111110

Vi ldgger alltsa till en bit till vart och ett av kodorden i (a). Berékna
avstandet mellan varje par av kodord i C’, och ange ocksa det minimala
avstandet 1 C”.

Svarighetsgrad: E

0.2 Ovre och nedre granser pa binara koder av langd 90
(a) Visa att det finns en 1-rittande binir kod av lingd 90 med 27® element.

(b) Visa att det inte finns nagon 2-rattande binér kod av lingd 90 med fler
in 278 element.

Svarighetsgrad: D



0.3 Tillampning av Plotkin-gransen

(a) Lat ¢ > 2, och lat d vara ett positivt heltal sadant att d — 1 ar delbart
med g — 1. Definiera

d—1 d—1
pofiml_, d-l

q—1 q—1

Anvand Plotkin-gréansen for att visa att gd &r en &vre begransning pa
antalet kodord i en kod av langd n &ver ett alfabet av storlek ¢ med
egenskapen att kodens minimala avstand ar d.

(b) Lat C vara den bindra kod som bestar av f6ljande 8 kodord av langd 7:

a = 0000 000
b= 1111000
c=1100110
d=0011110
e =1010101
f=0101101
g =1001011
h = 0110011

Berdkna avstandet mellan varje par av kodord i C'.

(c¢) Finns det nagon kod av langd 7 med fler &n 8 kodord och med samma
minimala avstand som C7

Svarighetsgrad: (a): C, (b): E, (c): E

0.4 Utvidgad kod I

Lat C vara en e-ridttande kod vars kodord har lingd n. Lat & > 1. For ett
givet kodord ¢, definiera cF att vara det ord av lingd kn som man erhaller
om man upprepar ordet ¢ sammanlagt k ganger. Exempelvis dr (0111)3 =
(0111 0111 0111). Lat

c® = (k. ceCy.

(a) Visa att C®) &r ep-rattande, dar ey ar lika med ke + k—gl avrundat nedat.

(b) Anta att en avkodningsmetod for C ar given. For ett givet ord w av langd
n kan vi alltsa beridkna det unika kodord ¢ € C med egenskapen att Ham-
mingavstandet mellan ¢ och w dr hogst e (om ett sadant kodord ¢ finns).
Definiera en avkodningsmetod for C'*) i termer av denna avkodningsme-
tod. Avkodningsmetoden ska fungera for alla ord som &r pa Hamming-
avstand hogst ey fran nagot ord i C%), diir ey, #r definierat som i (a).

Svarighetsgrad: (a): D, (b): A

0.5 Dubbla antalet kodord

Lat C vara en bindr kod av lingd n med minimalt avstand d sadan att alla

kodord bestar av hogst 254 ettor. Utvidga C till en binér kod av lingd n med

dubbelt sa manga kodord som C och med samma minimala avstand d.
Svarighetsgrad: B




0.6 Linjir kod I

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

10001111000
010011000110
001 01 010101
00010101011

(a) Avgor om C ar 2-rattande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestdm en kontrollmatris (check matriz) till C.

(¢) Vad &r den maximala storleken pa en bindr 2-réttande linjar kod av langd
11?7 Ledning: Studera Hamming-gransen.

Svarighetsgrad: (a): E, (b): E, (¢): C

0.7 Linjir kod II

Lat nu C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har kontrollmatris

10001111000
01001100110
00101010101
00010101011

(a) Hur manga kodord innehaller C?

(b) Visa att C &r 1-rdttande.

(c) Bestdm en generatormatris till C'.

(d) Bestdm bitarna a1, as, as,as sa att vektorn

w = (0,1, a2, as, a4, ]-a ]-7 Oa ]-7 ]-a 07 O)
blir ett kodord.

Svarighetsgrad: E

0.8 Linjir kod III

Lat C vara den binéra linjara kod av langd 11 som har generatormatris

11010011000
01101001100
00110100110
00011010011

(a) Avgor om C ar 2-rattande. Motivera ditt svar med ett bevis eller motex-
empel.

(b) Bestdm en kontrollmatris till C'.

Svarighetsgrad: E



0.9 Utvidgad kod II

Lat C vara en linjir e-riittande binir kod av lingd n med 2* kodord.

(a) Lat C' vara den bindra koden av lingd 3n bestaende av alla tripplar
(a,b,a +b), dir a,b € C. Visa att C’ ér 2e-riittande och bestar av 22*
kodord.

(b) Lat nu C” vara den bindra koden av lingd 6n bestdende av alla f6ljder
(a,b,c,a+b,a+c,b+c), dar a,b,c € C. Visa att C’ ar (3e + 1)-rattande
och bestar av 2%% kodord.

Svdrighetsgrad: (a): C, (b): B

0.10 Brus som skapar sviter av fel

I en tilldmpning har man tillgang till en brusig kanal genom vilken man kan
skicka binéra ord av langd n. Trakigt nog kan godtyckligt manga bitar i ett
givet ord bli felaktiga, men i gengéld bildar de felaktiga bitarna alltid en sam-
manhéngande svit i ordet. Skickar vi ordet (a1, ..., ay,) blir slutresultatet alltsa
antingen ordet sjalvt eller ett ord pa formen

(al,...,ai,l,a_i,aiﬂ,...,aj,l,a_j,ajﬂ,...,an),
dir1<i<j<n;ar=1-ag.

Lat nu C' vara en bindr 2-rdttande kod av ldngd n, alltsa samma ldngd som pa
de ord som kan skickas genom kanalen. Man vill definiera en transformation
¢ : C — {0,1}" med foljande egenskap for varje kodord b € C:

e Om ¢(b) skickas genom kanalen, sa ar b entydigt bestdmt av det mottagna
ordet.

Hitta en lamplig transformation ¢, och visa att den har 6nskade egenskaper for
varje val av C.
Svarighetsgrad: A



0.11 Fordjupningsuppgift: Kod bestaende av multiplar
av ett polynom

Lat r > 1, och lat f(z) vara ett polynom av grad r 6ver kroppen med g element,
dér ¢ ar en primtalspotens. Lat k& > 1, och studera koden

C={f(z)g(z) :degg < k —1}.
Har identifierar vi ett polynom Zgg*l a;x" med vektorn (ag, a1, ..., @rik—1),
vilket innebar att C' ar en kod av langd r + k.

(a) Visa att C ej ar 1-rattande om k ar tillrackligt stort. Ledning: Studera
Hamming-gransen.

(b) Anta att f(x) har en nollskild konstantterm. Visa att det finns ett poly-
nom g(z) sadant att f(z)g(r) = ¥ — b for ndgot N > 1 och nagon
nollskild skalar b.

0.12 Fordjupningsuppgift: Polynombaserade koder

Lat F vara en andlig kropp, och l1at x1, ..., z, vara olika element i F. Lat k < n,
och definiera

C={(f(z1),...,f(zn)) : f polynom &ver F av grad hogst k — 1}.
Visa att C &r en linjar kod 6ver F med minimalt avstand n — k + 1.

Ledning. Anvand faktorsatsen, som sdger foljande: Om f &r ett polynom 6ver
F och aq,...,a; ar olika element fran F sadana att

flar) = flaz) = --- = flax) =0,
sa ar
f(@) = (& —a)(z —az)- - (z —ar)g(z)
fér nagot polynom g.
(I fallet da {z1,...,z,} ar lika med F\ {0} &r koden en sa kallad Reed-Solomon-

kod. Felkorrigering med Reed-Solomon-koder anvinds i bland annat CD- och
DVD-skivor och vid en rad former av dataverforing.)
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