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Arean under kurvan med tecken

Vi har ett intuitivt begrepp om area. Vi tanker oss att bilda "arean
under kurvan med tecken” genom att ge negativ area till de delar
dar funktionen ar negativ (rita figur!). Men vi behover ett mer
stringent begrepp.
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Trappfunktioner

En trappfunktion ar en strackvis konstant funktion. Om
a=x<x1<...<xp_1<x,=2b

ar en lamplig indelning av intervallet [a, b], sa &r en trappfunktion
en funktion ® med

D(x) =ck, dd xp_1 < x < X,

for k =1,2,...,n, dar ¢, betecknar en konstant.

INTEGRAL AV TRAPPFUNKTION. Vi satter

n

b
/ d(x)dx = Z(Xk — Xk—1)Ck-

k=1

OBS. Rita for att forsta! Det ar viktigt att forstd att om
intervallindelningen blir finare andras inte integralens varde!
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Jamforelse med trappfunktioner

Antag att f(x) ar en funktion for vilken vi vill berdkna

/a i f(x) dx,

vilket intuitivt betecknar arean (med tecken) under kurvan. Antag
nu att ®(x) och W(x) ar trappfunktioner, sddana att

(1) d(x) < f(x) < W(x), for x € [a,b].
Da forvantar vi oss att

b b b
(2) /a d(x) dx S/a f(x) dx §/a V(x) dx.

Klart ar atminstone att

b b
(3) / d(x) dx §/ V(x) dx.

a a
Vanster sida i (3) kallas for undersumma, medan héger sida ar
oversumma.
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Optimering over trappfunktioner

Lat nu /= (f) beteckna supremum (generaliserat maximum!) av

/a ’ d(x) dx

dar ® loper over alla trappfunktioner ® med ® < f. P3 samma vis
betecknar /™ (f) infimum (generaliserat minimum!) av

/a ’ W(x) dx

dar W I6per over alla trappfunktioner med f < W. Det ar da klart
att

1= (F) < I*(£).
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Riemannintegralen

RIEMANNINTEGRALEN: Om /= (f) = I (f), sager vi att f ar
Riemannintegrerbar pa [a, b], och integralens varde ar

OBS: Vi observerar att denna definition av integralens varde inte
har ndgot gemensamt med forfarandet att ta en primitiv funktion
och bilda differensen av andpunktsvardena av dennal
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Integration av kontinuerliga funktioner

Hittills vet vi bara att trappfunktioner ar integrerbara. Men det
visar sig att alla kontinuerliga funktioner ar integrerbaral

SATS. Om f(x) ar kontinuerlig pa det andliga intervallet [a, b] s&
ar f(x) integrerbar pa [a, b].

(Ge lite ideer om hur man visar detta.)
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Riemannsummor

RIEMANNSUMMA: Vi vill berdkna arean med tecken till
funktionen f(x) pa intervallet [a, b]. Vi bildar delintervall

[x0, x1], [x1, x2], - . ., [Xn—1, Xn]

dar x; = a och x, = b. Sedan viljer vi en punkt & € [xk_1, xk] pa
varje intervall. Motsvarande Riemann-summa blir

(4) Sn=(xa =x0)f(&1) + (2 —xa)f (&) + - -+ (X0 = Xp-1)F(&n)-

Rita figur for att illustreral!
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Konvergens av Riemannsummor

SATS. Antag att f(x) ar kontinuerlig pa [a, b]. Da galler att
Riemannsumman S, konvergerar mot

/a i f(x) dx,

forutsatt att intervallindelningen blir allt finare, dvs alla delintervall
[xk—1,xk] har langd som gar mot noll samtidigt (likformigt).

EXEMPEL. Berikna [ x dx och [; e*dx med hjilp av

Riemannsummor.
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