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Polynomapproximation

Vi har en “snall” funktion f(x) som vi vill approximera for x nara
x = 0. Eftersom f(x) ar kontinuerlig kan vi skriva

f(x) =~ £(0) om x=0.

Da har vi alltsd approximerat f(x) med den konstanta funktionen
f(0). Men vi kan battre:

f(x) =~ f(0) + f'(0) x om x=0.

D3a har bada sidor samma derivata i x = 0, och vi kanner intuitivt
att approximationen ar battre. Hoger led, f(0) + '(0) x, 4r nu den
rata linje som bast approximerar f(x) nara x = 0. Vi kan skriva

po(x) = £(0),  pi(x) = £(0) + F(0)x,
och inféra andragradspolynomet

1
(0) o
2
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p2(x) = £(0) + '(0) x +



Polynomapproximation

Polynomet py(x) approximerar rimligtvis funktionen f(x) annu
battre, eftersom vardet, derivatan, och andraderivatan
sammanfaller med motsvarande for f(x) i x = 0. Mer generellt
bildar vi nu

f"(0) 3 f(7)(0)

f"(0) »
or Xt Xt

x",

(1) pa(x) = F(0)+£'(0) x+

och hoppas att vi far en god approximation av f(x). Polynomet
pn(x) kallas Taylorpolynomet av grad n i punkten x = 0. Det har
alla derivator av ordning upp till n lika med motsvarande for f(x).
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Partiell integration

Enligt insattningsformeln for integraler (som foljer fran
integralkalkylens huvudsats) har vi

Vi tanker pa integralen som

/0X1~f’(t)dt

och partialintegrerar (vi anvander t — x som primitiv funktion till 1
map t):

/0 f'(t) dt = {(t—x )( t) /(t x)f"(t
= £'(0) x /O (t — x)f"(t) dt.



Maclaurins formel

Detta betyder att vi har

F(x) = £(0) + F/(0) x — /O (£ = X)F(E) dt.

Om vi gor en liknande partiell integration till, far vi

) = F(O) + FO)x+ D24 /O (¢ - x)?F(t) d.

Observera att forst har vi Taylorpolynomet av ordning 2, sedan ett
integraluttryck (restterm). Mer generellt far vi av ett antal
partialintegrationer att

—1)" X
(2) F(x) = palox) + ¢ nl) / (t = x)"FT(t) dt,
©Jo
dar pp(x) ar Taylorpolynomet av ordning n. Relationen (2) kallas
Maclaurins formel.
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Maclaurins formel med enklare restterm

Problemet med formuleringen (2) ar att vi egentligen inte vet hur
stor resttermen

R _ (_1)n X o \ne(n+l)
O o NI OF
ar. Har har vi gladje av integralkalkylens medelvardessats i
generaliserad form. Vad som ar vasentligt for att kunna anvanda
den ar att funktionen g(t) = (t — x)" har konstant tecken pa
intervallet mellan 0 och x. Vi far att det finns ett tal 6, med
0<0<1,s3att

/X(t ) F (1) e = £+ () /X(t — x)"dt
0 0

t—x)ntt

— f(n+1)(0X)|:( — —1) X .

t=x
— f(n+1) 0 (
] t=0 (%) n+1
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Vi finner att

Rra() = o

CESEANNCCL

dar 0 betecknar ett tal mellan 0 och 1. Denna mindre precisa form
av resttermen kallas Lagranges restterm. Vi har allts3
Maclaurinutvecklingen

(0 (0 (") (0
f(x) = f(0)+f'(0) x+ Q(I ) x>+ 3(| )x3—|—. . .—{—nl() x"+Rpy1(x).
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Taylors formel

Antag att vi vill approximera f(x) runt x = a istallet. Vad gora?
Vi kan betrakta funktionen

gly)="f(y+a)

och utveckla den runt y = 0. Nar vi sedan byter tillbaka till x far vi

f(x) = f(a)+f'(a) (x—a)—i—f/;(!a) (x—a)2+w(x—a)3+...

3!
()(4
2 e g O e

n!

dar £ ar nagon punkt mellan a och x. Denna formel kallas Taylors
formel.
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Nagra standardutvecklingar

Nedan ar som tidigare 6 ett tal mellan 0 och 1.

2 3 n
e* —1+X+X—+%+ +%+Rn+1(X),
med )
e X
3 5 n—1
S X X (-1) 2n—1
SInX—X—y—i—i—...—i—mX +Rn+]_(X),
med .,
R _ (_1) 2n+1 9
nr1(x) = T X cos(0x).
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Nagra standardutvecklingar

2 3 -1 n—1_n
In(l—l—x):x—);—i—);—...—l—()nx+Rn+1(x),
med
(_l)n n+1
Rny1(x) .

T DA+ ox)
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Nagra standardutvecklingar

Har anvander vi generaliserade binomialkoefficienter (med reellt

al):
(CD B a(a1)--l.d(ak+1)
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