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Maclaurinutveckling

Om funktionen f(x) har n+ 1 kontinuerliga derivator i en
omgivning till punkten x = 0, sd har kan vi Maclaurinutveckla:

Fx) = F(0) + F/(0) x + | "2(!0) 24 f”;(!O) e

£(m(0)

_l’_
n!

x" + Rn+1(x)7

dar resttermen R, 1(x) kan uttryckas pa olika satt.
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Maclaurinutveckling

Den exakta formeln ar

Rnt1(x) = (_nl!)n /Ox(t — x)"F(H (1) dt

medan Lagranges formulering ger den mer inexakta beskrivningen

1

T e,

Rn+1(X) =

dar 6 betecknar nagot tal mellan 0 och 1. Ibland, t ex vid
gransvardesberakningar, racker det att veta att

Ros1(x) = x"7B(x),

dar B(x) betecknar en funktion som ar begransad i en omgivning
till x = 0. Denna senare beskrivning ar tillracklig for entydighet.
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Taylorutveckling

Vid Taylorutveckling betraktar vi en omgivning till en annan punkt,

sag x = a.
F(x) = F(a)+F(a) (x—a) + fﬁz(f) (x—a)2+f";(!"’) (x—a)’+...
fi")(a) n
+ (x —a)" 4+ Rpy1(x — a),

n!
dar Lagranges formulering av resttermen ger

1
(n+1)!

Rnt1(x —a) = Ft D) (£) (x — 2)™FL,

varvid £ betecknar ndgon punkt mellan a och x. Denna formel
kallas Taylors formel.
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Manga funktioner har kdanda Maclaurinutvecklingar (och dven
Taylorutvecklingar kring andra punkter), t ex €%, In(1 + x), cosx,
sin x, arcsin x, arctan x. Utgdende frdn dessa kan man enkelt fa

fram Maclaurinutvecklingar for t ex

sin(x3), cos(x®), e"X,  e“*  In(cosx).
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I'Hospitals regel

Man kan med fordel anvanda Taylorutveckling vid
gransvardesberakning. Men ibland ar det bekvamt att istallet nytta
I’'Hospitals regel.

Antag att vi vill berakna ett gransvarde av typen

lim m
x—0 g(x)’

vilket ar av typen [%], dvs bade f(x) — 0 och g(x) — 0 dd x — 0.
L'Hospitals regel sager att i sd fall s3 galler — i fall funktionerna ar
kontinuerligt deriverbara nara x =0 — att

f(x)

lim —= = lim f’(x)‘
x=0g(x)  x—0g'(x)

F29: Sammanfattning: Taylors formel



Berakning av vissa summor

Vi undrar hur vi ska rakna ut summan

+o00 . 7r2k
;}(_1) (2/{)'

Vi kanner igen summan fran Taylorutvecklingen av cos x med
x = m. | princip satter vi bara in x = 7:

400 . 2k
;%(—1) 2K)! =cosm = —1
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Kommentar avseende cosinus

Vi vet att

n 1 k
Ccosx = Z ((213! x?k 4 Rani2(x),
k=0

dar resttermen i Lagrange-form blir

(_1)n+1

2n+2
(2n+2)! '

Rony2(x) = cos(6x) x

Efersom cosinus alltid ligger mellan —1 och 1 ser vi att for fixt x
sd gar resttermen mot noll dd n — 4o00. Det innebar att summan
konvergerar dd n — 400, och konvergerar mot cos x.
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