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Elementara funktioners derivator |

EXPONENTIALFUNKTIONEN: Vi minns standardgransvardet

t_1
€ 1 d3 t—o0.

Ur detta kan vi harleda foljande.
SATS 1: De* = e*.
LOGARITMFUNKTIONEN: Vi minns standardgransvardet

M—q da t—o0.

Ur detta kan vi harleda foljande.
SATS 2: Dinx =1/x for x > 0.
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Elementara funktioners derivator Il

Alltsd ar In x en funktion med derivata 1/x for positiva x. Men
vad finns det for funktion som har derivatan 1/x om x ar negativt?
Enligt kedjeregeln galler

D(in(—x)) =~ (-1) =,

sa In(—x) har just derivatan 1/x om x ar negativt.

SATS 3: D(In|x|) =1/x om x # 0.

SATS 4: Om « ar konstant, har vi D(x%) = ax®~! for x > 0.
PROBLEM: Berakna D(x*).
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Elementara funktioners derivator Il

SATS 5: Vi har att
D sin x = cos x, D cos x = —sin x,
varur vi kan visa att

Dtanx =

, Dcotx = —

cos? x sin® x’
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Elementara funktioners derivator 1V

SATS 6: Vi har att
D sinh x = cosh x, D cosh x = sinh x,

varur vi kan visa att

1 1
cosh” x sinh“ x
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Extremvarde: max och min

DEFINITION: En funktion f har ett lokalt maximum i punkten xg
om det finns ett § > 0 sd att

|x —x0] <0 = f(x) < f(x0).
Om istallet
Ix = x0| <6 = f(x)> f(x0)

sd har funktionen ett lokalt minimum. En lokal extrempunkt ar ett
lokalt maximum eller lokalt minimum.

ANMARKNING: Om vi har strikt olikhet i maximum-fallet, dvs
f(x) < f(xp) for x med |x — xp| < 0 och x # xp, har vi ett strangt
lokalt maximum. Analogt for strangt minimum.

F8: Mer derivator. Medelvirdessatsen.



Derivatakriteriet

SATS 7: Om funktionen f har ett lokalt extremvarde i en inre
punkt xp (dvs ej randpunkt) pa definitionsintervallet, och om
f'(xo) finns, sa galler att f'(xg) = 0.

ANMARKNING: Omvindningen giller ej. Dvs villkoret

f'(x0) = 0 garanterar €] att xp ar en extrempunkt. Tag t ex
f(x) = x3 och xo = 0.
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Medelvardessatsen

SATS 8: Antag f ar kontinuerlig pa [a, b] (a < b antas) samt
deriverbar pa |a, b[. Da finns en punkt £ €]a, b[ sa att

f(b) — f(a) = f'(§)(b— a).
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Medelvardessatsens bevis

Bevis: Man infor

g0 = ()~ f(a) - =T ()

och kollar att g blir kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar i det inre
|a, b[. Dessutom galler att

g(a) =0

samt
g(6) = 1(6) (o) - V=1 (55—

dvs g har vardet 0 i badda andpunkterna a och b.
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Medelvardessatsens bevis forts

Eftersom f &r kontinuerlig p3 ett slutet begransat intervall [a, b]
finns max och min. Om maximum och minimum ar lika ar
funktionen g konstant, och i sa fall fungerar alla punkter £ €]a, b|.
Om max och min ar olika ar atminstone ndgot av dessa skilt fran 0
som ar vardet i randpunkterna a och b. Antag att max ar storre an
0 (min blir analogt). Da antas max i en inre punkt & €]a, b[, och
enligt Sats 7 blir d& g’(£§) = 0. Om vi skriver om detta for f blir

0=g'()=r(e) - D=1
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