KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2007-05-22, k1. 8.00-13.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2, for BD, M, P, T.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara lésa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa under
kursens gang. Bedomning hiar ar Godkidnd/Underkand.

Uppgifterna 6-10 poéngsédtts med maximalt 4 podng per uppgift. Prelimindra betygsgrinser:
A och 5: godkédnt pa alla momenten 1-5 och 14—20 poidng pa uppgifterna 6-10
Boch 4: godkint pa alla momenten 1-5 och 11-13 poédng pa uppgifterna 6-10
Coch 4: godkint pa alla momenten 1-5 och 8-10 poéing pa uppgifterna 6-10
D och 3: godkédnt pa alla momenten 1-5 och 5-7 poédng pa uppgifterna 6-10
E och 3: godkédnt pa alla momenten 1-5 och 3—-4 poédng pa uppgifterna 6-10
F och U: wunderkint.

Tentamensbetyget giller som betyg pa hela kursen under férutsittning att man &ar godkéind pa
Inldmningsuppgifter v.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga lé6sningar och motiveringar. Inga
hjidlpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. I R? med basvektorer {e,, e,} viljs vektorerna med koordinaterna (1,2) respektive
(3,4) som nya basvektorer. Ange en ekvation i det nya systemet for den réta linje som i

det gamla systemet har ekvationen 2x —y = 2.

2. Beridkna riktningsderivatan av funktionen
flay,z) = 4xz2 +4xcNx + 2y + 2
y+2z

i punkten (1,1,1) i riktning av vektorn (2,-2,1).

3. Bestdm alla lokala extrempunkter till funktionen
fle,y) =x3 —y2 — Tx2 + 2xy + 9x

samt ange deras karaktér.
4. Beridkna arean av den del av ytan z=x2+y for vilken 0 <y < V2 +4x2 0<x<1.

5. Berdkna linjeintegralen
nyZ dx + 5x2y dy
r
da T &ar triangeln med horn i punkterna (0,0), (0,1) och (1,1). Triangeln genoml6ps i
positiv led.

V.g.vand



10.

Beridkna dubbelintegralen

H@+n®@
D

dir D &r det dndliga omrade som begrédnsas av linjerna y =x, y =-1, y =2 och
x=0. (4p)

Berdkna flodesintegralen
J 4y, -3x,z +x2) -ndS
S
diar S é4r den del av ytan z = 3x2 + 4y2 dér x2 + y2 < 1. Enhetsnormalen n har positiv

z—komponent. (4p)

Visa att funktionen

flxy) =y + 2\/y—x2—2\/1—y

antar ett storsta och ett minsta véardet och bestdam dessa veerden. (4p)

Betrakta funktionen (4p)
flx,y) = (2x — 3y)e*—7.

a. Bestdm Taylorpolynomet av forsta graden till f kring punkten (3,2).

48
b. Beridkna derivatan a&x25(803;g3) .

En matris A uppfyller vilkoret A2 = A. Bevisa att endast 0 och 1 kan vara egenvirden
till A. (4p)

Lycka till!

Losningsforslag kommer att finnas pa
http://www.math.kth.se/~bronek/amelia2/repetition/tentamen20070522.pdf
http://www.math.kth.se/~tranberg/5B1133.Extentor.html

Informationen om kompletteringsskrivningen kommer att finnas pa
http://www.math.kth.se/~bronek/0607/amelia2/resultat.html



Losningsforslag till tentamen i 5B1133, for BD, M, P, T. 2007-05-22.

1. Om en punkt har koordinaterna (x,y) i det gamla systemet och (u,v) i det nya systemet

x_13 u dvs x= u+3v
2 4)\v y=2u +4v

vilket insatt i linjens ekvation ger 2(u + 3v) - 2u +4v)=2 © v =1.

sd har vi

2. Vi har
fi= 4Z2+4Vx+2y+2+72x
y+z X+ 2y +z
fy = —4xz 4x

W+20% xi2y+2
i = dxy = dxz? | 2x
(v + 22 Nx + 2y + 2
I punkten (1,1,1) fas f; = 11, fj= 1, f; = 1 alltsa grad f = (11,1,1).

(11,1,1) - (2,-2,1) _
; -

Vi har v = (2,-2,1) och |v] =3 och f, = 7.

‘ Svar allmént: 7.

3. Funktionen flx,y) =x3 —y2 — 7x2 + 2xy + 9x 4&r definierad i hela xy—planet = defini-

tionsméangden innehaller inga randpunkter.

De partiella derivatorna till f &r definierade i varje punkt i xy-planet = det finns inga

singuldra punkter till f.

Kritiska punkter fas ur
fr=3x2-14x+2y+9=0 = 3x?-12x+9=0= x=1, x=3
fy="2y+2x=0 = y=x

alltsa punkterna (1,1) och (3,3).

Vihar A=f;=6x-14, B=f,;=2, C=f,; =-2 och AC — B? = 24 — 12x. Man far:

I(1,1) &r AC-B2=12>0 och A =-8 <0 = en lokal maximipunkt.

I (3,3) éar AC—-B2=-12 <0 = en sadelpunkt.

Svar: Lokal maximum i (1,1).‘

4. Vihar z;=2x, z;=1. Lat D vara det givna omradet i xy—planet:
0<y<V2+4x2 0<x<1.

Da galler att arean ges av

V2 + 42
J-J.\/1+(z;)2 + (2,)? dxdy:J‘J. N2 + 4x2 dxdy:jdx ZI4 V2 + 4x2 dy =
D D 0 0

1
=6[(2+4x2)dy=[2x+§x3]:=13().

Svar: 10 .
3




5. Lat P =xy? och @ =5x%y. Vihar P;=2xy och @; = 10xy. Lat D beteckna triangelplattan

0<y<x, x <1. Enligt Greens formel fir man

IPM+Q®=”@}PQ®®=”@www=jﬁj&wh=
r D D 0 0

=.1[ [4xy2]x dx =j[4x3 dx = 1.
0 0 0

‘ Svar allméint: 1.

6. D delasinitvadelar, D;:0<x <y, y<2 och Dy:y<x<0, —1<y. Vi far

H@+1nh@=}@+1nuﬁu=}@+n[ﬂﬁy=
Dy 0 0 0 0

1
=6[(y2+y) dy = [(}Sy3+§y2](2)=1§L

och
0 0 0 0
[Jo+vaay=[o+vayfax=[o+D[a] dy=
De -1 y -1 Y
0 0
=—__[ 02 +y) dy = —[%y3 + %yz]_1 =%
alltsa

j@+nmw=%.
D

Svar: 29 .
6

7. Lat D beteckna cirkelskivan x2 +y2 < 1. Vi har
ndS = +(-z;, —z,, 1) dxdy = { n har positiv z—komponent } = (-6x, -8y, 1) dxdy

och
IJ (4y, -3x,z +x2)-ndS = JJ (4y, -3x,z + x2) - (=6x, -8y, 1) dxdy =
S D
=[] @ + 22 dedy = [[ (22 + 49?) dudy =
D D

={x=rcosv, y=rsinv, D o6vergarpa G: 0<r<1, 0sv<2n}=
2n 1

= J.J. 4r3 drdv = J- dv J-4r3 dr =2m.
D 0 0

Svar: 2n.

8. Funktionen flx,y) =y + 2\/y —x2 o211 - y dr definierad och kontinuerlig pa den
kompakta mingden x2 <y < 1. Foljaktligen antar f bade ett storsta och ett minsta virde i
méngden. Detta sker antingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk punkt pa randen
eller i en singuldr punkt.

Inre punkter x2 <y < 1: Kritiska punkter fis ur ekvationesystemet f; =0, f; = 0. Har &r



fy=1+ 1 +1 #0
Vy—22 N1-y
alltsad det finns inga inre kritiska punkter.
Parandeny =1, -1<x<1 harvi flx,y) =1+ 2V1 — %2 och stérsta virdet har &r 3,da x =
0. Minsta vardet 1 fas da x = =1.
Kritiska punkter pa randen y =x2, -1 <x < 1: Nu blir flx,y) = x2 — V1 — 2= g(x). Kri-

tiska punkter fas ur ekvationen g’(x) = 2x + 2X__ _ (0. Man far x =0 och g(0) = -
1—x2

Skarningspunterna mellan randkurvorna, (-1,1) och (1,1), &r redan undersdékta i den
forsta randundersékningen.

Singuldra punkter dr identiska med randpunkterna, alltsa de 4r redan undersokta. Storsta
respektive minsta virdet finns bland de erhallna vidrdena 3, 1 och -2, vilket innebar att

storsta vardet ar 3 och minsta vardet ar —2.

‘ Svar: Storsta virdet = 3, minsta virdet = -2.

9a.

9b.

Taylorpolynomet, p, ges av

p(x,y) = f(3,2) + fi(3,2)(x - 3) + f}(3,2)(y — 2).
Vi far

f3,2)=0

fe=2e*"7Y+(2x—3y)e*~¥Y={1(3,2) } = 2e

fy=—38e"Y—-(2x—-3y)e ¥ ={i(2,3)}=-
alltsa

plx,y) = 2e(x — 3) — 3e(x — 2),
forenklat

p(x,y) = 2ex — 3ey.

‘ Svar: 2ex — 3ey.

MacLaurinpolynomet av 48:e graden till [ ges av

plx,y) = (2x — 3y) 2 1 (x ym +—(2x — 3y)(x — y)*7
n= O

Utveckling av ﬁ (2x — 3y)(x —y)*7 ger termen x2°y23 gsom #r en summa av

1 .(47).24._23
47! 2w\ g/ ® =)

47
ﬁ - (=3y) - (25) . x25 . (_y)22

och

vilket innebér att koefficienten vid x25y23 &r
47 47
2(1)() <3>() 119
47‘ 47 251.23!

Enligt entydighetssatsen for Taylorutvecklingar 4r denna koefficient

) 348£(0,0)

ox25 ay23 :

Identifiering ger



119 _ 1 (48)0%/(0,0)
251231 48! \25/ 9x259y23

. 0%8£(0,0)
alltsa W =-119.

Svar: —119.

10. Lat A vara ett egenvérde till A och v motsvarande egenvektor. Da giller att Av = Av. Ef-
tersom AZ = A, sa far vi att
A% = Av = W
och
A% = AAv = Alv = JAv = 2%v

vilket innebér att Av = A2v. Eftersom v #0 sddr A2= 1, alltsd A =0 eller 1 =1.



