KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2007-08-28, kl. 14.00-19.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra II, for BD, M, P, T.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara losa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa under
kursens gang. Bedomning hir ar Godkdnd/Underkand.

Uppgifterna 6-10 podngséitts med maximalt 4 podng per uppgift. Prelimindra betygsgréinser:
A och 5: godként pa alla momenten 1-5 och 14—20 poédng pa uppgifterna 6-10
Boch 4: godkint pa alla momenten 1-5 och 11-13 poéng pa uppgifterna 6-10
Coch 4: godkéint pa alla momenten 1-5 och 8-10 poéng pa uppgifterna 6-10
D och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 poang pa uppgifterna 6-10
E och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 3—-4 poédng pa uppgifterna 6-10
F och U: underként.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. For den linjiara avbildningen 7T géller att (1,0) och (1,1) &r egenvektorer svarande

mot egenvirdena 2 respektive 17. Bestdm standardmatrisen for 7.

2. Visa att funktionen u(x,y) = g(xy=2) uppfyller den partiella differentialekvationen

2xa—u +ya—u=0
0x ay

i omradet y # 0. Funktionen g antas vara deriverbar.

3. Bestiam storsta och minsta viardet av funktionen
flx,y) = 243 — xy?

i omradet x2+y2<9.

4, Berdkna volymen av det #ndliga omrade som begridnsas av paraboloiderna z = x2 + y?2

och z =8—x2—y2

5. Berdkna linjeintegralen
nyz dx + 2x2y dy
r

d4d T &r den kurva som dr sammansatt av den rata linjen fran origo till punkten (2,2)

och parabeln y =x2 — 2 fran punkten (2,2) till punkten (-2,2).

V.g.viand



10.

Berdkna dubbelintegralen

J.dedy
D V1 + 3xy

dar D ar triangeln med hérn i punkterna (0,0), (1,0) och (1,1). (4p)
Hur snabbt (dvs med hur mycket per ldngdenhet) 6kar funktionen
flx,y,2) = 4z | In(x + 2y + 3z — 5)
x+y
i punkten (1,1,1) i riktning av vektorn v = (1,2,2). (4p)
For vilka viarden pa konstanten a har funktionen

flay) = 3 + 2axy + 2y?)(x + a)

ett lokalt extremvirde i punkten (1,1)? Ange ocksa extrempunktens karaktér. (4p)
Berédkna flodet av vektorfiltet
F = (x2y,y +z,x2 — yz)

upp genom den del av sfiren x2 +y2+22=1 for vilken z > 0. (4p)

Visa att om tvd kvadratiska matriser S och T wuppfyller sambandet S = P-1 TP, for

nagon inverterbar matris P, s4 har de samma egenvéirden. (4p)

Lycka till!

Losningsforslag kommer att finnas pa adressen
http://www.math.kth.se/~bronek/0607/amelia2/repetition/tentamen20070828.pdf

Resultatlista och informationen om kompletteringen kommer att finnas pa adressen
http://www.math.kth.se/~bronek/0607/amelia2/resultat.html



Losningsforslag till tentamen i 5B1133, for BD, M, P, T den 2007—-08-28.

1. Lat A vara T:s standardmatris. Dess kolumner &r 7(1,0) och 7(0,1). Vi har
T(1,0) = 2(1,0) = (2,0)
7(0,1)=T7(1,1) - T(1,0) = 17(1,1) - (2,0) = (15,17)

Det ger
2]
Svar: [g 11§:|
2. Vi har
g—;‘ =8 y%
g—;‘ =g’-_y%,

u u . 2 . —2x
27 4y T =g" 22 4 g7 . TE = ()
0x Y dy g y2 g y2

for alla x och for y = 0.

3. Eftersom funktionen dr kontinuerlig och omradet ar slutet och begridnsat antas ett storsta
och ett minsta varde. Detta sker i en kritisk punkt i det inre av omradet eller i en rand-
punkt eftersom singuldra punkter saknas. Kritiska punkter fas ur ekvationssystemet

{f;=6x2—y2=0

fy=—2xy=0 = 0,0

Enda intressanta punkten i det inre &r alltsa origo.
Randen: y2 =9 —x2, -3 <x < 3. Man far flx,y) = 3x3 — 9x = h(x). Kritiska punkter for A fis
ur A'(x) =9x2 -9 =0 & x = =1. Detta svarar mot punkterna (1, i\/78), (-1, i\/78). Intressanta
ar ocksa dndpunkterna i definitionsomradet till A. Funktionsvidrdena i ovan nidmnda
punkter ar 0, —6, 6, —54, 54. Det storsta virdet ar alltsa 54 och det minsta —54.

‘ Svar: 54 resp —54.

4. Skdrningskurvans projektion pa xy—planet ges av
8—x2—y2=u2+y? a2 +y%2=4
Omradets projektion pd xy—planet, D, dr da cirkelskivan x2 + y2 < 4. Volymen ges av
J (8 —x2 —y2 —x2 —y2) dxdy = { poldra koordinater } =

D

21 2
=2J dv J(4—r2)r dr = 16m.
0 0

5. Kurvan T' bestar av tva delar som kan parametriseras enligt:
Linjen: x=¢, y=¢t, dx =dy =d¢, ¢ gar fran 0 till 2.
Parabeln: x=¢, y=t2-2, dx =d¢, dy = 2t d¢, ¢ gar fran 2 till -2.
Detta ger



-2
[xy? dx + 202y dy = j(ts +263) dt + j (12— 2% + 4632 — 2)) dt = 12.
T 2

6. Man far

1

dxdy = J.xzdxjidy=jx2[%V1+3xy]xdx=

J;)\l1+3xy o N1+ 3xy 0 3 0

-5
27

1
%J.(x\/m—x)dx [2 (1 + 3x2)32 _%° ]
0

Svar: 5 .
27

7. Den sokta o6kningstakten ges av riktningsderivatan f(1,1,1) &4r en enhetsvektor som pekar

i den aktuella riktningen. Vi har

f/=_ 4z + 1
x+y)?2 x+2y+3z-5
. 4z 2
=— +
fy x+y)?2 x+2y+32-5
- 4 3

z

x+y x+2y+3z-5
I punkten (1,1,1) fas f; =0, f;=1, f; =5 och grad f = (0,1,5). Eftersom f &r en differenti-

erbar funktion si ar

£ =Y grad f _(1,2,2)-(0,1,5) _
lol V12 4 22 4 22

‘ Svar: Funktionen 6kar med 4 enheter per le.

. Vi far att
f{(1,1)=2a2+T7a+6=0
. Sa=-2
fy(1,1) =222+ 7a +6 =0
vilket betyder att (1,1) &r en kritisk punkt om och endast om a = -2. For a = -2 far vi att
A=f:11)=-8, B=f(0,00=—4, C=f,(0,00=4 och AC —B2 =16 vilket innebar att (1,1)

dr en lokalt maximipunkt.

Svar: a = -2, lokalt max.‘

. Vi sluter den givna yta A:x2+y2+22=1,z >0 genom att lidgga till den plana cirkelski-
van B: x2 +y2<1 i xy-planet. Lt K betyda det av A + B inneslutna kroppen (halvklot).
Enligt divergenssatsen har vi

H F-nds = j” div F dxdydz = ”j (2xy —y + 1) dxdydy =
A+ B

= { pga symmetri } = J.H dxdydz = volymen av havklotet K = “%t .
K

Fran detta maste vi nu dra bort flodet ner genom cirkelskivan B:

HFﬂdS:”(xzy,y +2z,x%—yz) AdS ={z=0) =
B

- ” %y, y,x2 ) (0,0-1)dS = H (=x2)dS = —T cos? v dv jr3 dr =

B B 0 0



2n
_1 J'1+cos20 do = T
4 2 4
0
Det sokta flodet &r alltsa 2% — =% = 11t
3 4 12

Svar: 11n/12.

10. Pastaendet foljer av att matriserna S och T' har samma karakteristiska polynom:

(Lat E nedan vara enhetsmatrisen med samma dimension som S och T)

S:s karakteristiska polynom = det(S —tE ) = det(P-! TP —{E) =

= det(P-! TP —tP! P) = det(P!) - det(T — tE) - det(P) =

=1 det(T — tE) - det(P) = det(T —tE) = T:s karakteristiska polynom.
det(P1)




