KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2008—08-26, k1. 14.00-19.00.

SF1619/5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara losa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa under
kursens gang. Bedomning hir 4r Godkadnd/Underkidnd. Uppgifterna 6-10 poédngsitts med
maximalt 4 poidng.

Prelimindra betygsgranser

FREDQEX

godként pa alla momenten 1-5 och 14-20 podng pa uppgifterna 6-10
godkint pa alla momenten 1-5 och 11-13 poing pa uppgifterna 6-10
godkint pa alla momenten 1-5 och 8-10 poang pa uppgifterna 6-10
godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 podng pa uppgifterna 6-10
godként pa alla momenten 1-5 och 3—4 podng pa uppgifterna 6-10
underként med ratt till skriftlig kompletterering

underkéant utan ratt till kompletterering

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1.

Komplettera u = (1,1,-3) och v =(1,-1,3) med en vektor w sadan att {u, v, w} blir en
bas for RS3.

En differentierbar funktion f(x,y) har gradienten
grad f = (x + 2y, 2x — 4y).
En ny funktion g definieras av g(u,v) = f(x,y), dir u =2x —y och v =y —x. Bestdm

gradienten av g.

Bestdam Taylorpolynomet av gradtal tva till funktionen

flx,y) =€~V + 1
2y —x

i punkten (1,1).

Berékna arean av del av ytan
3z =3y + 2(x — 2)32

vars projektion pa xy—planet gesav 4<x<9, 0<y<3.

Berdkna flodesintegralen

”(z,y,x)'NdS
S

dd S idrden del avplanet x +y +2 =2 didr x>0, y 20 och z > 0. Enhetsnormalen N

har positiva komponenter.

V.g.vand



10.

Berdkna linjeintegralen

j(x2+y)dx+(yz+x)dy
r

da ' gar fran (0,0) till (2,-1) langs kurvan x2 +y =y2 + x.

Berdkna dubbelintegralen

” (2 + xy)? dxdy,

da D 4ar det dndliga omridde som begridnsas av hyperbeln xy = 2 samt linjerna x = 1,

x=2 och y=0.

Berdkna ytintegralen

J (1+x+y)zdS
S
da S &ar halvsfiren x2+y2+22=1,z=>0.

Visa att

Q\*

b
+Y >
b_7

Q U—*
@\r—a

Berdkna u,; (0,0) da

u(x,y) = JJ cos (¢2 + s2) dtds,
ny

och D,, gesav 0<t<x,t—-x+y<s<x+y-—t.

=1 och xy=1 da a>0, >0, x>0 och y>0.

(4p)

(4p)

(4p)

(4p)

(4p)



Losningsforslag till tentamen i SF1619/56B1133, den 2008—08-26.

1. Lat t.ex w =uxv = (0,0,-2). Da ar vektorerna wu,v och w linjidrt oberoende. Tre linjirt

oberoende vektorer i R2 utgor en bas.

Svar: Till exempel w = (0,0,—2).‘

2. Vi har

{u=2x—y {x=u+v
=
v=y-—-x y=u+2v

samt grad f = (x + 2y, 2x — 4y) = (f;, f;). Kedjeregeln ger
go=fi-xu+fy-yi=@+2y)1+@x—4y)1=3x-2y=3u+0v)-2w+20)=u—-v
och
o=l xXp+fy-yo=@+2y)1+(2x—4y)2=5x—6y=5u+v)-6u+2v)=-u-"T,
alltsa

grad g = (g,, g&)=@w—-v, —u—"Tv).

‘Svar: (u —v, —u—7v)‘

1 1
= =1 =1 = h -k — Y =
9y —x {x +h, y +kl=e *{2 ok h

={h—-Fk=s, 2k—h=t}=es+(1+t)—1=1+s+%sz+0(s3)+1—t+t2+0(t3)=

3. flx,y) =e*— Y+

=1+(h—k)+%(h—k)2+1—(2k—h)+(2k—h)2+0(s3)+0(t3)=
- 2+9h -3k +§h2-5hk+gk2+0(s3)+0(t3),

alltsa

Svar: 2+2h—3k+%h2—5hk+gk2,dar h=x—1och k=y—1

4. Lat D vara rektangeln 4 <x<9,0<y <3. Vi har
z=y +2§(ac—2)3/2

zy=Nx—-2
zy=1
och

9 3
Arean = J;i’-\ll +2.2 +2z2dxdy =g@dxdy =J-\/;de-dy= [2’;3/2]5; [y]z
4 0

5. S gesav z2=2—-x—-y = Nds= * (=25, -2y, ) dx dy = (1,1,1) dx dy. Vid projektionen av S pa
xy-planet fas triangeln D med hérnen i punkterna (0,0), (2,0) och (0,2).

”(z,y,x) NdS = H(z Cx—yyx) - (11,1 dxdy = szxdy =2 arean av D = 4.
S D

D




6. Funktionerna P(x,y) =x%2+y och Q(x,y) =y2 +x, saknar
singuldra punkter och P; =1 = @;. Detta medfor att lin-

jeintegralen ar oberoende av integrationsvigen. Med A

och B enligt figuren har vi

J=?x2dx=[x;j=§,

f-Joren- [% +2] =1,
B 0
1
J=J+]=5
r A B
Svar:%.
7. Med beteckningarna enligt figuren har vi o
INIEIE 1
D A B "
Man far
12 1 -
g(2+xy)2dxdy=£dy-!(2+xy)2dx=6[[2+xy]1dy=
=J(2;12y —ij)dy=[—;ln(l+y)+ln(2+y)]$=ln3—gln2.
och
2 2/y 2 3 2
JAJ.(Z+xy)2 =-!dy'1'.(2+xy)2dx='1[[2+xy]1dy:
=J(2‘+12 o) =17 +n@+y ] =2m2-ms-1.
Svar: %1n2—i.

8. S gesav z=V1—-x2—-y2 diar x2 +y2<1 (D). Vi har

. —x
ZJC:i?
1-x2-y2

. _
zy_gb,
V1 —x2—y2

JJ(l+x+y)zdS=JJ(1 +x+yN1—x2-y2 N1+22+22dedy =
S D

=Jj(l+x+y)dxdy=Jdedy+JJ(x +y)dxdy = { symmetri map x+y =0} =
D D D
=arean avD + 0 = 1.

Svar: .

a b
9. Sok extremvirden for funktionen f(x,y) = % +% under bivillkoret g(x,y) =xy —1=0.



Lat F=f—tg. Vi har
F,=xt-1-¢y=0 x® —txy =0 x4 —t=0
{F;,=yb‘1—tx=0 { {yb—t=0
x=tla, y=tUb = 1=xy=tlaglh = glUa+lb — g

alltsd t =1 ochddrmed x=¢" =1 y=¢% =1

yb —txy =0

Systemet g;=g,=8=0 & y=x=xy—-1=0 &r orimlig.
Den kontinuerliga funktionen f(x,y) véxer obegrdnsat da x och/eller y gor det. Den éar

positivdd xy =1, x >0, ¥y > 0 och har dir ett minimum, som maste komma fram med

Lagranges multiplikatormetod, som ger att min = f(1,1) = L + lg = 1. Detta medfor att
a

flx,y) = ;a +L > £(1,1) = 1.

10. Vi har
f(t,s) = cos (#2 + s2)
och
x+y—t
u(x,y)_JJ. ﬂts)dtds_J.dt j fit,s) ds.
ny t—x+y
Man far
x x+y—t X+y—Xx
ux:J-[ai I ft,s) dsj dt + J flx,s) ds =
0 t—-x+y x—x+y
X sx+y—t
=J[ j %ﬂt,s)ds +ﬂt,x+y—t)+f(t,t—x+y)]dt=
0O\ t—-x+y
=j(ﬂt,x+y—t)+f(t,t—x +y)) dt
0
och

uii= [ (At +y =0+ it —x +) 4t + fle +y -2 + flex —x +3).
0

I punkten (0,0) fas

0
s ja@(ﬂt“y—tnﬂtt—“y)) dt + 2f(0,0) = 2(0,0) = 2
0




