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SF1624 Algebra och geometri
L osningsbrsag till modelltentamen

DEL A
(1) a) Definiera begreppemrktanguér form och polar form for komplexa tal och ange
sambandet mellan dem. (2)
b) Ange rotterna till ekvationes? + 2z + 4 = 0 pa polar form. (2)

Losning 1. (a) Med rektanbgular form menas ett komplext tal skriveheot bi, dara
ochb ar reella tal. Med polar form menas ett komplext tal skrs@mrei?, darr ar
beloppet av talet och ar argumentet, dvs vinkeln mot den positiva reella axein. V
kan omvandla fran polar form till rektangular form genom

re = (1 cos ¢) + (rsin ¢)i.
(b) Vi kan kvadratkomplettera ekvationen och far da
(z+1)*+3=0
vilket gor att vi kan losa ekvationen genom
s+1==4iV3 = z=-1+iV3

Vi ska nu omvandla till polar form och ska finna beloppet ochuaenten for
de bagge losningarna. Eftersom de ar konjugerade haawhena beloppy =

\/(—1)2+ (v3)2 = V4 = 2, och argument med motsatta tecken. Eftsersom

2cosp = —1 och2sing = ++/3 far vi ¢ = +£27/3. Allts& ges losingarna till
ekvationen av

2 = 2623 och 29 = 2e2T/3,
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(2) a) Anvand Gausselimination for att [0sa ekvatiosssgnet

r + 2y — 4z = 32

3r — 2y = —11,

2¢ + 12y — 20z = 171.
3)
b) Pa vilket satt andrar sig losningen om det sista fdiégerledet andras frarv1 till
1727 (1)

Losning 2. (a) Vi skriver upp totalmatrisen for ekvationssystemet atfor radopera-
tioner enligt Gausseliminationsmetoden, dvs vi borjanfovre vanstra hornet och

eliminerar.
1 2 —4 | 32 1 2 —4 32
3 -2 0 |—-11 |~ O -8 12 |-107
2 12 =201 171 0 8 —12| 107
1 2 -4 32 1 0 2 —11/4
~1 01 =3/2]107/8 | ~| 0 1 —=3/2|107/8
00 O 0 00 0 0

dar vi borjade med att multiplicera forsta raden metioch addera till den andra,
sedan addera-2 ganger den forsta till den tredje. Darefter multipliege vi den
andra raden med-1/8 och addade-8 ganger resultatet till den tredje. Till slut
adderade vi-2 ganger den andra raden till den sista for att fa en fafidigt reduc-
erad matris. Vi kan nu infora en parametgrfor den tredje variabelr;, eftersom
det inte finns nagon ledande etta en dess kolumn. Daréfter Vi utz ochy genom
de tva nollskilda raderna och far

r = —11/4—2t
y = 107/8+3t/2
z =t

(b) Nar vi gor samma sak, men andign till 172 kommer vi inte att fa noll i den sista
kolumnen pa den sista raden. Eftersom det svarar mot etiek\sm saget = 0,
kan det inte finnas nagra losningar till systemet. Alist@rar sig losingsmangden
fran att vara en linje till att vara tomma mangden om vir@anchogerledet pa det
viset.
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(3) (a) Avgor vilka tre av vektorernél, 2, 1), (3,4,2), (3,2,1) och(0,1,2) som ar egen-
vektorer till matrisen

33 =30 15
A=130 —40 26
15 —26 25
och bestam motsvarande egenvarden. (2)
(b) Visa att matrise! ar diagonaliserbar genom att finna en maktiech en diagonal-
matrisD sa attP~'AP = D. (2)

Losning 3. (a) Vi multiplicerar matrisen med de fyra vektorerna fosatvilka som ar
egenvektorer. Vi kan stalla vektorerna som kolonner3 en4-matris:

33 =30 15 1 330 -12 9 54 0
30 —40 26 24 2 1|=11-24 —-18 36 12
15 =26 25 1 21 2 -12 -9 18 24

Vi ser nu att den forsta, tredje och fjarde kolomnen artipldr av motsvarande
kolonner i den ursprungliga matrisen. Vi drar slutsatsérdessa ar egenvektorer

och motsvarande egenvarden-ar2, 18, 12.
(b) Vi kan nu diagonalisera matrisen med hjalp av en ma&trsom har egenvektorerna

som kolonner. Vi far att

1 30 —12 54 0 1 30 -12 0 0
P=12 2 1|=AP=1[|-24 36 12| =12 2 1 0 18 0
11 2 —12 8 24 11 2 0 0 12

dvs AP = PD, dar D ar diagonalmatrisen med diagonalelemgent2, 18,12). Vi
kan skriva omAP = PD somP~!AP = D genom att multiplicera me# ! till
vanster.



SF1624 Algebra och geometri - Idsningsforslag till mtidatamen

(4) (a) Anvand vektorprodukten for att finna en linje somvinkelrat mot det plan som
innehaller de tre punkterna = (0, 1,2), B = (0,1,1) ochC = (-1,0, 3). (2)

(b) Bestam avstandet fran punktén= (5, 1, 2) till samma plan genom projektion pa
en linje som ar vinkelrat mot planet. (2)

Losning 4. (a) Eftersom punkterna ligger i planet, kommer vektorermdian dem att
vara vinkelrata mot de vektorer som ar vinkelrata monpta Alltsa kan vi fa rikt-
ningsvektorn for den sokta linjen som

n = E X E = ((07 17 1) - (07 17 2)) X ((_17 07 3) - (07 17 2))
=(0,0,—1) x (—1,-1,1)
=(0-1=(=1(=1),(=1)(=1) =0-1,0- (=1) = 0- (=1))
=(-1,1,0)
Alltsa kommer linjen(z, y, z) = t(—1, 1,0) att vara vinkelrat mot planet.

(b) For att bestamma avstandet med hjalp av projeki@orvi ett punkt i planet, ex-
empelvisA och projicerar vektord P pa linjen som ar vinkelrat mot planet. Vi
far

(5,0,0) - (—1,1,0) =5
-1,1,0) = —(—1,1,0) = (5/2,—5/2,0).
(_1’17())_(_171’0)( P ) 2( ) ) (/7 /7 )

Avstandet mellan punkten och planet ges nu av langdenavadeektor, dvs

d=|(5/2,—5/2,0] = 5/2|(1,—1,0)| = 5/23/12 + (—1)% = 5/2/2.

Proj, AP =
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(5) (a) Forklara vad som menas med att tre vektoRst &r linjart oberoende. (2)
(b) Bestam for vilka varden far som de tre vektorernd, a, 2), (2,1, 4) och(a, 4, —1)
ar linjart oberoende. (2)

Losning 5. (a) Tre vektorery, v, w i R™ ar linjart oberoende om den enda linjarkombination
av dem som blir nollvektorn & -z + 0 - v + 0 - w, dvs om

a-u+b-v4+c-w=0 = (a,b,c)=1(0,0,0).
(b) For att avgora om det finns nollskilda l6sningar tkivationssystemet

1 2 a 0
alal+681]+y 4 ]=1]0
2 4 —1 0
kan vi titta pa determinanten av koefficientmatrisen. \fi &t
1 2 a 1 2 a
a1l 4 =10 1-2a 4—a* |=—(1+2a)(1—2a)
2 4 -1 0 0 —1—2a

Eftersom ekvationssystemet saknar nollskilda losnipgacis om determinanten ar
skild fran noll kan vi dra slutsatsen att de tre givna ve&toa ar linjart oberoende
precis oma # +1/2.
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(6) Vid en matning har foljande matvarden erhallits:
t(ms)[1,0 2,0 3,0
z(t) (mm)[ 2,1 2,4 28
Bestam med hjalp av minsta kvadratmetoden de konstanteh b som bast stammer
overens med matningarna om modellen for forloppeesattz(t) = at + b. (Tank pa
att angez ochb med ratt enheter.) 4)

Losning 6. For att hitta en linje genom punkterna skulle vi vilja ltdet dverbestamda
ekvationssystemet
1,0a +
2,0a +
3,0a +
For att 10sa detta system med hjalp av minsta kvadratdegtskriver vi upp normalek-
vationen, vilket innebar att vi multiplicerar bada ledl tianster med transponatet av
koefficentmatrisen. Vi far darmed ekvationssystemet

1,0 2,0 3,0 1,01 a 1,0 2,0 3,0 2,1
1 1 1 20 1) =1 1 2,4
3,0 1 2,8
vilket ar detsamma som
14 6\ (a\ (15,3
6 3 b) \7.3)"
Vi loser ekvationssystemet med hjalp av Gausselimimatio
14 6]15,3 14 6]15,3 14 04,9
6 373 )7V 0 3/52 /)70 352
).

vilket leder till att minsta kvadratlosningen ér, b) ~ (0, 35,1, 73

2,1
2,4
2,8

9

b
b
b
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DeEL B

(7) De fyra punkternal, 3,2), (5,3, 2), (4,2,4) och(4,4, 1) ligger allai samma plan.
(a) Forklara varfor det inte finns nagon linjar avbildgisom skickar dessa fyra punkter

pa(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) och(1,1,1). (2)
(b) Beskriv hur man kan finna matrisen for en linjar avbitdnsom sander de tre forsta
punkterna till(1, 0, 0), (0,1,0) och(0,0,1). (2)

Losning 7. (a) Eftersom de fyra punkterna ligger i samma plan kommaerladjara av-
bildningar skicka dem till ett nytt plan. Om de uppfyller eiswlinjar relation, sa
kommer bilderna av dem via en linjar avbildning att uppylamma linjara rela-
tion. De andra fyra punkterna ligger inte i ett plan, eftensite tre forsta punkterna
spanner planet + y + z = 1, dar den fjarde punkten inte ligger.

(b) For att finna en linjar avbildning som skickar de tre forsta punkterna fill, 0, 0),
(0,1,0) och (0,0, 1) behdver vi finna en matrid som uppfyller

1 5 4 1 00
Al3 3 2]=(0 10
2 2 4 0 01

dvs det ar samma sak som att finna inversen till matrisen raaigbdrektorerna som
kolonner. Detta ar mojligt eftersom determinanten rialidk vilket vi kan se genom

1 5 4 1 5 4
33 2(=[0 —12 —10 | = (-12)(—4) = (-8)(~10) = ~32
2 2 14 0 -8 —4
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(8) I basen som ges av de tre vektorefhad, —1), (1, —1,0) och (1, 1,1) har den linjara
avbildningen for en spegling i planet+ y + z = 0 den enkla formen

10 0

01 0

00 —1
Ange matrisen for samma linjara avbildning med avseerdstandardbasen f&®, dvs
for basen(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). 4)

Losning 8. Vi anvander den givna basen av egenvektorer for att beskasbytet som
diagonaliserar matrisen. Om vi betecknar den sokta neatfidr A, den givna diagonal-
matrisen forD och matrisen med vara egenvektorer som kolonnePftar vi att

P'AP=D
och vi kan darmed losa ut som
A=PpPDp!
Vi kan berakna inversen matriséhgenom Gausselimination:
1 1 1|1 0 O 1 1 1/1 00 1 1 1|1 0 O
o -1 1701 0)})]~}10-11/010]~101-1|/0-120
-1 0 1]0 0 1 0O 1 2|1 01 00 3|1 1 1
11 1|1 0 o0 11023 —-1/3 —1/3
~(01 <10 -1 0 |~[010]1/3 —2/3 1/3
00 1/1/3 1/3 1/3 00 1/1/3 1/3 1/3
100/[1/3 1/3 —2/3
~1010/1/3 —2/3 1/3
00 1/1/3 1/3 1/3
Alltsa kan vi beraknal genom
1 1 1 1 1 0 O 1 1 =2
A=-10 -11 01 0 1 -2 1
3\ 1 1) \oo -1/ \1 1 1
1 1 1 1 1 1 =2 1 1 -2 -2
=10 -1 1 1 -2 1 =—1-2 1 =2
3\t 0 1/ \21 -1 -1 3 \2 2 1
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(9) Vi kan identifieraC medR? genom attr + iy svarar motx, y). Visa att multiplikation
med det komplexa talet+b: da motsvarar en linjar avbildning fra&? till R? och bestam
matrisen for den avbildningen med avseende pa standsedba 4)

L 6sning 9. Multiplikation med talet: + bi ger attr + iy avbildas pga + ib)(z + iy) =
ar — by + (ay + bx)i. Om vi identifierar det komplexa talet+ iy med talparetz, y)
har vi darmed att

(z,y) — (az — by, ay + bx)
Detta svarar mot multiplikation av matriser enligt

()= ) 6) = ()

Alltsa ar det en linjar avbildning och matrisen med avelepa standardbasen ges av

()
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(10) Betrakta matrisekvationen
X2+ X+1=0

(@) Ge exempel pa eéhx 2-matrisX som uppfyller ekvationen. (1)
(b) Visa att alla matrisérsom uppfyller ekvationen har determinadnt (3)
Losning 10. (a) Det finns olika satt att angripa problemet. Ett satathmultiplicera
matrisekvationen med — I och vi far da
X3 —TI=0.
Det ar klart att detta ar uppfyllt ol svarar mot en rotation med en tredjedels varv.
Darfor kan vi prova med

1/ -1 V3
X ==
2 (—\/3 —1)
och vi ser att det ar en losning till den ursprungliga eloragn eftersom
1/-1 —/3
X?=_
2 <\/§ ~1 )

och darmed

e D ()6 )

Ett annat satt ar att utnyttja vad vi larde oss i den fasrgle uppgiften och da ska vi leta
efter en komplex [6sning till ekvationer? + > + 1 = 0. Losningen till denna ekvation
ges avz = (—1 % 44/3)/2, vilket enligt losningen till uppgiften ovan ges oss samma
matris X.

Det finns manga fler Iosningar, exempelvis

1 -3
(1)

men de kan vara svara att hitta utan att kunna lite merrlialigebra an vad som ingar
i denna kurs. | sjalva verket uppfyller varje matris varsakaaristiska polynom ar lika
med\? + \ + 1 den givna ekvationen.

(11) Eftersom en matris som uppfyller ekvation€h+ X + I = 0 ocksa uppfyller ekvationen
X3 = I enligt ovan har vi attlet(X?) = det(X)? = 1. Om X har reella element ar
determinanten ett reellt tal och det finns endast en restiifig till 2® = 1, vilket ger att

det X = 1.

Imed reella element



