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DEL A

(1) (a) Visa hur man kan anvanda polar form av komplexadeahktt berakna potenser ge-
nom att beraknél — iv/3)7 och skriva svaret pa rektangular form. (3)
(b) Ange en polynomekvation med reella koefficienter somihari/3 som en rot(1)

Losning. a) Vi beraknar forst belopp och argument foe= 1 — iv/3. Beloppet ges av
122 =2-2=(1—i\)(1 +iv3) =12+ (v/3)? = 1 + 3 = 4, dvs|z| = 2.
For argumentetp, kan vi se p&/|z| = cos ¢ + isin ¢ och jamfora real- och ima-
ginardelar, vilket ger att

1
cos ¢ = 5 och sing = —?
och darmed &y = —n /3. Vi far nu att
7 7 1 1
2" = |2|"(cos T + isin T¢) = 27((:os?7r — isin %) = 128(5 — é) — 64 — 643V/3.

b) En polynonmekvation?(z) = 0, med reella koefficienter som har- i1/3 som en
rot har ocksé konjugatet+ i/3 som en rot. Darmed finng — 1 + iv/3)(z — 1 —
iV3) = (2 — 1)? — (iv3)? = 22 — 22 + 1 + 3 = 2% — 22 + 4 med som en faktor i
P(z). Ett exempel pa& en sadan ekvation ar alltsa 2z + 4 = 0.

Andra exempel kan fas genom att se pa den polara formemdivavi ser att® =

20 = 64, eller attz® = 23(—1) = 8.
0

Svar:
a) (1 —iv/3)7 = 64 — 64+/3i.

b) Ekvationen:®> — 2z + 4 = 0 har1 — iv/3 som en rot.
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(2) (a) Anvand Gauss-Jordans metod for att bestamnmarigsmangden till ekvationssy-

stemet
2[[’1 + 4[[’2 + 21‘3 + 2[L‘4 = 2,
3!['1 + 6!['2 — rs — 9ZL‘4 = ]_1,
r1 + 229 4+ 3x3 + Ty = -—3.

3)
(b) Bestam villkoret pa, b ochc for att det ska finnas ldsningar till ekvationssystemet
201 + 4dxe + 223 + 24 = a
3!['1 + 6l’2 — r3 — 9ZL‘4 = b

r, + 21‘2 + 31‘3 + 71’4 =

9

)

(1)

Losning. a) Vi anvander Gauss-Jordanelimination pa totalmatrigesystemet, dvs
2.4 2 2] 2 T 12 1 1] 1 1
3 6 —1 —9 11 ~ ro — %7"1 ~ 0 0 —4 —12 8 ~ —ier
1 2 -3 T3 — 571 00 2 6| —4 rs + i)

1 2 1 1 1 rL—To 1 2 0 =2 3

001 3-2 |~ To ~ 001 3|-2

0000 O T3 000 0] O

Vi har tva fria variabler eftersom det saknas ledande ettalia och fjarde kolonnen.
For dessa variabler far vi infora parametrar= s ochz, = t. Sedan kan vi anvanda
forsta ekvationen for att [6sa ut och

Ty =3—2x9+2x4=3—2s+ 2t
och den andra ekvationen for att l0sargitsom
T3 =—2—3ry =—2— 3t.
Alltsa ges losningsmangden av
(21, T2, x3,24) = (3,0,-2,0) + s(—2,1,0,0) + ¢(2,0, -3, 1)

dars ocht ar reella parametrar.

b) For att se vilka hogerled som fungerar behover vinatfsamma radoperationer pa

(a, b, c)t. Det finns losingar till systemet precis da den tredje nadlé helt noll nar
vansterledet blir noll.

1

a 57“1 =a 71
3 3 1
b | ~|ra—5r1 | ~| b—3a -T2
1
c r3 — 3T c—3a T3+ 572
i i
1 1
c+5b—5a—3a c+3b—za
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Villkoret for att det ska finnas losningar ar alltsa att

1 5
c—l—éb—ia—o,

vilket ocksa kan skrivas som att
5a — 2b — 4¢ = 0.
]

Svar:
a) Losningsmangdenges@, z2, x3, v4) = (3,0, —2,0)+s(—2,1,0,0)+¢(2,0, -3, 1),
dars ocht ar reella parametrar.
b) Villkoret for att det ska finnas losningar gesfiav— 2b — 4¢ = 0.
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(3) (a) Ge exempel, med motivering, pa tva linjer i rumnoehsnte skar varandra men som
heller inte ar parallella. (1)
(b) Visa hur man kan finna en ekvation for det plan som inlehbva givna parallella
linjer genom at utfora detta med linjerta, y, z) = (3,—5,1) + ¢(2,—2,4) och
(x,y,2) = (1,3,1) + t(—1,1,—2), dart ar en reell parameter. (3)

Losning. a) Vi behover valja tva icke-parallella riktningsvekto, texu = ¢, ochv =
e,. Sedan behover vi se till att de inte ligger i samma plan.Ka@tvi gora genom
att exempelvis forskjuta dem i forhallande till varaadrtefter den riktning som ar
vinkelrat mot bada, i det har fallet. Om den forsta gar genom origo kan vi lata den
andra ga genorf0, 0, 1). Vi far da linjerna

(z,y,2z) =1t(1,0,0) och (x,y,z)=(0,0,1)+¢(0,1,0).
Dessa kan inte skara varandra eftersom den ena ligger pleihetz = 0 och den
andra helti planet = 1.

b) For att finna normalvektorn till planet kan vi anvandgdsprodukten mellan tva
vektorer i planet. Den ena kan vi valja som riktningsvekttill nagon av linjerna
och den andra som en vektor fran en punkt pa den ena lidjeantpunkt pa den
andra.

En mojlig riktningsvektor ges av = (1, —1, 2) och en vektor mellan linjerna ges av

u=(3,-51)"—(1,3,1)" = (2,-8,0)".
Vi far en normalvektor till planet som
uxv =(2,-8,0) % (1,-1,2)
=(—=8-2—=0-(=1),0-1—2-2,2-(=1) — (=8) - 1)}
= (—16, —4,6)".
Ekvationen for planet kan vi fa som16z — 4y + 6z = d, for nagon konstant. Vi
far d genom att satta in en punkt som ligger i planet,(tex3, 1).

d=-16-1—-4-3+6-1=-22.
Alltsa blir ekvationen for planet
—162 — 4y + 62 = —22,
eller
8z + 2y — 3z = 11

om vi delar med-2.
O

Svar:
a) Linjerna(z,y, z) = t(1,0,0) och(z,y,2) = (0,0,1) 4+ ¢(0, 1,0) skar inte varandra
och ar inte parallella.
b) En ekvation for planet &x + 2y — 3z = 11.
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(4) (a) Forklara varfor determinanten av transponatedrawmatris ar lika med determinan-
ten av matrisen. (1)
(b) Anvand detta till att visa att determinanten av en ootta) matris maste varaeller
—1. (2)

(c) Ge exempel pa en ortogoreak 2-matris med determinantoch en med determinant
—1. (1)

Losning. a) Ett satt att se att determinanten inte andras nar Nsfranerar ar genom
att se pa formeln for determinanten som

det(A) = Z SEN 01 5(1)02,5(2) * * * On,a(n)

dar summan tas over alld permutationer. Om vi transponerar matrisen innan vi
beraknar determinanten far vi samma produkter i summanvnieehover kontrol-
lera att de far samma tecken. For att gora det rackerttisega matriser som har
precis en etta i varje kolonn och precis en etta i varje raéidé8a matriser kallas
permutationsmatriser.) Tecknet av en term i summan mas\determinanten av
motsvarande permutationsmatris. Permutationsmateasarartogonala och darmed
uppfylller dedet(AA?) = det(I) = 1, varfor de maste ha samma tecken pa deter-
minanten som sina transponat. Darmed far alla termer sataoken nar vi raknar
utdet(A) som nar vi raknar uflet( A").
Genom att anvanda kofaktorutveckling av determinanternvikacksa se det genom
induktion over storleken av matrisen. Nar vi utvecklat(A) efter forsta raden far
vi samma sak som nar vi utveckldst(A") efter forsta kolonnen.

b) En matrisA ar ortogonal omi’A = I, men eftersondet(A?) = det(A) far vi da att

1 =det(I) = det(A*A) = det(A") det(A) = det(A)?
dar vi anvant att determinanten bevarar multiplikatibarmed har vi attlet(A)? =
1 for en ortogonal matris, och darmed madte(A) = +1, vilket skulle visas.
c) Identitetsmatrisen ar en ortogonal matris med deteantin Om vi byter tecken pa

nagot av diagonalelementen ar den fortfarande ortogorexl determinanten andras
till —1. Vi kan ocksa skriva upp alla ortogonala< 2-matriser som rotationer

cos¢p —sing
sing  cos ¢

cos¢  sin¢
sing —cos¢

dar rotationerna har determinanbch speglingarna har determinant.

eller speglingar

Svar:

. (10 1 0
C) Exempelws(0 1) och <0 _1).
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(5) Lét@gvara en given vektorlR? och definiera med vektorproduktétin) = u x v, for alla
u(z:l)RV.isa att7" ar en linjar avbildning framR? till R3. (1)
(b) Bestam standardmatrisen fBrom den givna vektorn & = (a, b, ¢)". (3)
Losning. a) For att visa ati” ar linjar behover vi kontrollera att
T(uy + 1) = T(uy) + T (us)
for alla vektoreru; ochwu, och att
T(au) = aT (1)
for alla vektorerz och alla reella tad.
| vart fall har vi att
T(uy+us) = (1 + ) XV=u; XU+ Uy X0 ="T(uy) + T (uz)

och
T(au) = (au) x v =a(u x v) = aT'(u)
dar vi har anvant egenskaperna hos vektorprodukten.

b) For att bestamma standardmatrisen for avbildningenvk se vad en gor med stan-

dardbasvektorerna. Vi har att
e, xv =(1,0,0)" x (a,b,c)
=0-¢c—0:-0,0-a—1-¢,1-b—0-a)' =(0,—c,b),
e, xv =(0,1,0)" x (a,b,c)
=(1-¢c—0:-0,0-a—0-¢,0-b—1-a)' =(c,0,—a),
och
e.xv =(0,0,1)" x (a,b,c)
=0-c—1:-0,1-a—0-¢,0-b—0-a)" = (=b,a,0)".
Dessa tre vektorer utgor nu kolonnerna i standardmatfigefi som ar

0 ¢ b
A=|—-c 0 a
b —a 0
0
Svar:
0 ¢ —=b
b) Standardmatrisenf@fgesavA = | —c 0 «a
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(6) (a) Forklara vad som menas med att en kvadratisk forpogitivt definit. (1)
(b) Avgor om den kvadratiska formen

Q(z,y) = 9% + 202y + 11y
ar positivt definit. (3)
Losning. a) Att en kvadratisk fornd) paR™ ar positivt definit betyder ath(z) > 0 for

allaz i R, med likhet bara nar = 0.
b) Vi kan avgora omy ar positivt definit genom att se pa dess egenvarden. Efter

diagonalisering kan vi skriva den kvadratiska formen som
AlfL'/Q + )\2y12
och vi ser att den ar positivt definit precis om bada egetes@a ar positiva. Matrisen

for Q) ges av
9 10
A= (10 11)

och den karaktaristiska ekvationendat(A — A\I) = 0, dvs

det (V107 0 ) =0 = 0-na1-n 102 =0
— AN -200+99-100=0 <= N —-200—-1=0.
Vi kan losa den genom kvadratkomplettering och far
A=102-100=1 <<= (A—-102=101 <= X=10++10L
Den mindre av dessa rotter ar negativ eftersdm= /100 < +/101. Alltsa arQ

inte positivt definit.
Det gar ocksa att se aftinte kan vara positivt definit genom att se pa determinanten

av A som ar lika med produkten av egenvardena. Eftersom detanten ar—1 som

ar negativ kan inte bagge egenvardena vara positiva.
O

Svar:
b) @ ar inte positivt definit.

Var god \and!
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DeEL B
(7) Matrisen
2 0 =2
A=|-1 1 2
2 2 3
har en egenvektor som &r, —1,0)". Anvand detta for att diagonalisera 4)

Losning. Eftersom(1, —1, 0 &r en egenvektor kan vi finna motsvarande egenvarde genom
att multiplicera med. Vi far

2 0 -2\ /1 2 1
11 2| [-1]=[-2]=2 (-1
2 2 3 0 0 0

Alltsa ar motsvarande egenvarzidDe dvriga egenvardena kan vi fa fran den karaktaksti
ekvationendet(A — \I) = 0:

2-A 0 -2

PO\ =det| -1 1-x 2
2 2 3-2)

— (2= \)det (1;A 3:) + (—2) det (_21 1?)

=2=N)((1=NB=N)—2-2)=2((-1)-2-2- (1= 1)
=(2-NB =4\ + A2 —4) - 22\ —4)
=460 TN 24X+ 8= -\ +6\2 11\ +6

Eftersom vi vet att\ = 2 ar ett nollstalle far vi ath — 2 ar en faktor och genom poly-
nomdivision far vi

PA) = =X +6X2 =110+ 6 = —(A — 2)(\* — 4\ + 3).
Vi kan faktorisera den andra faktorn genom kvadratkomgitetg:
N—dA+3=0= A-2—4+3=0<= (A-2 =1 r=2+1

vilket gerP(\) = —(A—2)(A—1)(A—3). Vi har redan egenvektor till egenvardet= 2
och vill nu finna egenvektorer till de tva andra egenvaedéf anvander Gausselimina-
tion pa matrisefA — I]0) och far

1 0 =210 1 0 =210
-1 0 210 ~ 0 0 00
2 2 210 0 2 610
Med x5 = t far vi z, = —3t ochz; = 2t och egenvektorerna ges &2, —3,1), for

t 4 0.
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For A = 3 anvander vi Gausselimination pa matrigeh— 37|0) och far

-1 0 =210 10 20 10 20
-1 -2 20| ~10 -2 4]0 |~ 01 =20
2 2 0|0 0 2 —410 00 00

Med z3 = ¢ far vinuz, = 2t ochx; = —2t och egenvektorerna af—2,2, 1) for ¢ # 0.
Vi kan nu diagonaliseral med hjalp av basbytesmatrisen

1 2 =2
P=1-1 -3 2
0 1 1
dar kolonnerna bestar av egenvektorer med egenvardeoch 3. Vi far pa sa satt att
2 00
P'AP =101 0
0 0 3
Vi kan kontrollera rakningarna genom att se att
2 0 =2 2 2 2
11 2|-3]=[-3]=1-[-3
2 2 3 1 1 1
2 0 =2 —2 —6 —2
-1 1 2 2 =6 ]=3 2
2 2 3 1 3 1
]
1 2 =2
Svar: Basbytesmatrise® = | -1 -3 2 | digonaliserarA genomP~ AP =
0 1 1

S O N
o = O
w o o
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(8) Visa med hjalp av vektorkalkyl att de tre linjerna melladrnen i en triangeft BC' och
mittpunkterna pa motstaende sidor skar varandra i @mikted ortsvektor

1 1 1

—0OA+ OB+ =-0C

3 + 3 + 3 ’
darO ar koordinatsystemets origo. lllustrera med belysandedig 4)
Losning. Vi kan forst hitta uttryck for ortsvektorerna till mittmkterna pa sidorna. Lat
A’ vara mittpunkten pa sidan som star mitt emigt3’ vara mittpunkten pa sidan mitt

emotB ochC’ vara mittpunkten pa sidan mitt emot
Vi kan naA’ genom att forst ga tilB och sedan halvvags till' fran B, dvs

1 1 1 1 1

P& motsvarande satt far@iB’ = 10A + 10C ochOC" = ;0A + 10B.
Lat P vara den givna punkten med ortsvektor

1 1 1
P=-OA+-0OB+ - .
@) 3O + 3O + 300
Vi kan ga franA till P och far da

AP =0OP—-0A=3;0A+30B+;0C—-0A
= —320A+ ;0B +;0C
= L(OB +0C - 204).
Om vi gar franA till A’ far vi

1 1 1

AA"=0A — OA = QOB + 500 —0OA = 5(03 +0C —20A).
Darmed arAP och AA’ parallella, vilket visar atP ligger pa linjen mellamd och A’.
Av symmetri kommer samma rakningar att ge Atbcksa ligger pa linjen mellai

och B’ och pa linjen mellar® ochC’. Darmed skar de tre linjerna varandra i punki&n
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(9) Parummet av kontinuerliga funktioner pa intervallgt < x < 1 infor vi skalarprodukten

(f.9) = /_1f(37)g(37) dz.

Anvand Gram-Schmidts metod for att bestamma en ortddmasafor underrumméav
polynomfunktioner av grad hdgst tva. 4)

Losning.Lat fi, f» och f; vara polynomfunktionerna som ges fiz) = 1, fo(z) = x
och f3(z) = 2.
Vi kan nu berakna skalarprodukten gvoch f> som

<f17f2>=/_11-:cda:: [‘%} :15_(_21) -0

vilket visar attf, och f; redan ar ortogonala. Vi kan darmed I3ta= f; ochg, = fo.
For att fa en ortogonal bas behover vi nu anvanda Grahmg&its metod for att ersatta
f3 med en funktiory; som ar ortogonal maj; och gs.

Vi beraknar
1 x?, 1 13 (_1)3 9
- 1' 2d = J— - - _ X _Z
(g1, f3) /_1 x*dx [3}_1 ; . -
1 ZC4 1 14 1 4
(92,f3>=/1x-x2dx:{Z}_lzz_(4) _0,
och

1
0 = ono) = [ 1 1do= ol =1 (-1) =2
—1
Vi far g3 genom att subtrahera projektionernafawag, ochg, fran fs, dvs

: : 2/3 1
g3 = f3— (91 f3>91 _ e f3>92 = f3— L91 —0-g2=f3— 501
(91, 91) (92, 92) 2 3
Alltsa gesgs av gs(z) = 2* — . O

Svar: En ortogonal bas ges ay(z) = 1, ga(z) = z ochgs(z) = 2* — 1.

lUnderrum kallas ocksdelrum
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(10) Rummet aw x n-matriser bildar ett vektorrum. Visa att mangden av matri3 som

kommuteramed en given matrisl, dvs uppfyllerAB = BA, bildar ett underrum och
bestam en bas for detta underrum i fallet da

1 2
-2y
(4)

Losning.Lat V vara delmangden av matriser som kommuterar med en givensmat
For att se ati” ar ett underrum behover vi kontrollera att det ar sluteter addition och
multiplikation med skalar. Antag aft ochC' kommuterar medi. Vi har da att

AB=BA och AC=CA
och vi far att
AB+C)=AB+AC =BA+CA=(B+C)A

vilket visar att ocks& + C' kommuterar med! ochV ar slutet under addition. Lat nu
vara ett godtyckligt reellt tal. Vi far att

A(aB) =aAB =aBA = (aB)A

vilket visar attaB ocksa kommuterar med och V' ar slutet under multiplikation med
skalar. Darmed & ett underrum till rummet au x n-matriser.
Vi vill nu finna en bas for/ i fallet da

1 2
A= ( h 3) |
B — (551 552)
T3 T4
AB — 1 2 Ty T2\ ZE1+25L'3 IE2+25L‘4
- 4 3 T3 T4 o 41‘1 + 3[[’3 41‘2 + 31‘4
BA — 1 T9 1 2 . $1+4$U2 21‘14—31‘2
o T3 T4 4 3] T3 + 45(?4 233‘3 + 333‘4 )
Darmed far vi att

AB—BA:(

Om vi ansatter

far vi att

och

—4l‘2 + 2[[’3 —2l‘1 — 21‘2 + 21‘4
41 + 203 — 4y 4re — 223 '

Alltsa motsvaraid B — BA = 0 det homogena systemet med totalmatris

0 -4 2 010
-2 =2 0 2|0
4 0 2 —410
0 4 =2 0|0
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Med Gausselimination kan vi reducera detta till

0 -4 2 0]0 1 1 0 -1]0 11 0 -1/0
-2 -2 0 20| |0 1 -5 00| |01 -3 0]0
4 0 2 —4]0 0 -4 2 0/0 00 0 0]0
0 4 -2 0]0 0 0 0 0]0 00 0 0]0

Om vi infor parametrar; = 2s ochx, = t far viz, = s ochx; =t — s och darmed ges
l[6sningen av

(1, T, T3, 4) = s(—1,1,2,0) + £(1,0,0, 1)
vilket i matrisnotationen skrivs

-1 1 10
B—5<2 0)+t<0 1).

Alltsa utgor matris.ern:{}1 é) och <(1) ?) en bas for underrummet av matriser som

kommuterar medi.
Vi kan ocksa se attl och/ ligger i detta underrum. Eftersom dessa ar linjart obedee
bildar de ocksa en bas. O

Svar: En bas for underrummet ges av exempelisch /.




