Dag 18. L’Hospitals regel

Rekommenderade uppgifter

4.9.2 Berdkna lim log(?ﬂ_
z—2 x2—4

Vi anvander 'Hopitals regel,

. 10g(2x . . 2r—3
lim ————— I’Hopital 1} = lim =—=—= =1/2.
lim — 5 { Opitals rege } lim = /

Egentligen &r vart skrlvsatt lite oegentligt. Vi vet inte om vi kan anvénda I’Hopitals
regel forrén vi visat att hogerledets gransvirde existerar (eller dr lika med +00).

4.9.4 Beradkna lim M
z—0 1 —cosbx’

Vi Maclaurinutvecklar,

lim 1 —cosax _ lim 1—(1-3a%® +0(a))

2=0 1 —cosbr »—01— (1— 1b%22+ O(a*))
i ; 222 + O(z*)

=0 50222 + O(x?)

1a2+0(2?)  a?

—lim 2D
i=0 12 4 O(2?) B2

= {forkorta med z*}

1/3 —1
4.9.6 Berakna igIl m

I detta exempel ser vi att ndmnaren kan faktoriseras sa att tdljaren kan férkortas
bort,

li ikt lim z-1 = li L—m
e 2B 1 mil(1/3_1)(x1/3+1)_mimlx1/3+1_ '

4.9.8 Berdkna lim ﬂ
2—0 log(1 + z2)°

Om vi tittar pa tdljaren och kommer ihdg hur cosinus-funktionen ser ut nara 0

y
y=1

Y = COST
> T

s& ser vi att uttrycket 1 — cosx har ett hogre ordningens nollstélle i z = 0. Om
vi anvinder I’Hopitals regel kommer vi bli tvungna att derivera flera ganger. Ef-
tersom vi vet téljarens och ndmnarens Maclaurinutveckling valjer vi att Maclau-
rinutveckla,

1 —coszx o 1- (1 -

. 122 + O(z*))
lim ————— = lim
z—0 log(l —+ 3,‘2) z—0

B s2% + O(z*)

2 + O(x?) = O(x*)
3 +0(%)
-0 14 O(x?)

= {forkorta med z?} = h =1/2.

Anm. Givetvis gar det bra att anvinda l’Hépitals regel:

1 —cosx sin x

lim ——— = = l = lim (1 -1

1+12

_ f0 . COSZI:_ 1
={fr=1"lm —==1-5=3.

4.9.10 Berdkna lim L
x—0 X

Némnaren har ett enkelt nollstélle sa det lutar kanske at I’Hopitals regel. Dess-

utom &r Maclaurinutvecklingen av 10* inte direkt atkomlig ur nédrminnet. Vi

anvander "'Hopitals regel!
107 —e®

10”7 - 1 —e”
lim — = 0, I’Hopitals regel} = lim S eer e

£—0 T £—0 1 =log10 — 1.



4.9.12 Berakna lim M.
z—1 sinmz

Namnaren har ett enkelt nollstille i x = 1 sa det lutar at 'Hopitals regel. Dess-
utom ar Taylorutvecklingen av ndmnaren och téljaren kring x = 1 inga inldrda
formler. Vi anvéander ’'Hépitals regel,

log(ex) — 1 1/x

1
lim —— =1lim —— = ——.
z—1 sinwx z—1 T COS TL T

4.9.14 Berikna lim =27
z—0 T

Néamnaren har ett 3:e ordningens nollstélle i = 0, sa vi anvinder Maclaurinut-
veckling.

T — (x - ”g—? + O(ms))
z—0 1‘3 z—0 aj3
%:cg + O(2%)

_ 1 — i (1 2)) _ 1
fiy S =l (5 + 06%) =
logsinr

4.9.18 Berdkna lim
r—m/2 COST

Cosinus-funktionen har bara enkla nollstéllen varfér vi provar med I’'Hopitals

regel,
. 1
logsinr -
lim ———— = lim *#— = lim ———— =
r—mw/2 COST r—m/2 —sSInr r—m/2  SIn°r

- COST i cosTr

arccosx

4.9.20 Berdkna lim

x—1— z—1 ’

Grafen till arccos-funktionen har utseendet

A

T+

N
7

~1 1
d.v.s. en lodrét tangent vid x = 1. Detta utesluter Taylorutveckling. Vi anvénder
I’Hopitals regel,

-1
v1— 22
lim 29T _ {%; I’Hopitals regel} = lim V=27 —00.

z—1- x—1 z—1— 1

4.9.24 Berédkna lim x\/z

x—0

Grinsviardet har det obestimda uttrycket 0°. Det forsta vi bor gora ér att loga-
ritmera for att fa uttrycket i en mer ”vanlig” form.

lim 2V* = lirél+ exp (ﬁ -log :c) = {exp ar kontinuerlig}

z—0t

= exp ( ;cl—i>r(r)1+ Vv - log x)

Gransvardet ar fortfarande inte i en form som vi kan anvanda vara standardtek-
niker pa, men en enkel omskrivning gor susen!

. log x
= exp( lim

z—0t+ 1/\/5
lim /%) = lim —2y7 ) = exp0 =1
lim, 71/2)—exp( im — x)—exp =1.

z—0t

> = {22; I'Hopitals regel}

:exp<z
x\/x



Extrauppgifter

X.1 Berdkna lim w

T—00 x

Om vi anvénder I’Hopitals regel fas

o 1 .
lim sz lim lhcosr lim (14 cosz) divergerar.

Eftersom grénsvardet i hogerledet divergerar kan vi inte anvdnda I’Hopitals regel.
En alternativ metod ger istéllet gransvéardet,

lim ——— = lim =1+0=1.

T—00 €T T—00

T +sinx sinx
(1+57)
T



