
 

Lösning: 

a)                  ݂ሺݔሻ ൌ ,ଶ௫ି݁ݔ െ1 ൑ ݔ ൑ 1    

  Definitionsmängd:    ܦ௙ ൌ ሾെ1,1ሿ 

En funktion ݂ሺݔሻ  kan ha lokal maximum eller lokal minimum endast i punkter x av följande  
tre typer:  

(i)  stationära punkter      (punkter  ݔ א ሻݔ௙ där ݂ᇱሺܦ ൌ 0) 

(ii)  ändpunkter till ܦ௙      (endast de ändpunkter som tillhör ܦ௙ ) 

(iii) singulära punkter      (punkter ݔ א  (ሻ inte existerarݔ௙ där ݂ᇱሺܦ

 

Derivatan:   

݂ᇱሺݔሻ ൌ ሺ1 െ  .ሻ݁ିଶ௫  är också definierad för alla x i ሾെ1,1ሿݔ2

 

Ändpunkter: 

 ݂ሺെ1ሻ ൌ െ݁ଶ,                          ሺ1ሻ ൌ ݁ିଶ ൌ ଵ
௘మ 

Stationära punkter: ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 ֜ 1 െ ݔ2 ൌ 0 ֜ ݔ ൌ 1/2 ,   ݂ሺ1/2ሻ ൌ ଵ
ଶ

݁ିଵ ൌ ଵ
ଶ௘
 

Förstaderivatans tecken ( lägg märke till att ݁ିଶ௫ ൐ 0   för alla x): 

x  ‐1    1/2    1 
݂ᇱሺݔሻ
ൌ ሺ1 െ  ሻ݁ିଶ௫ݔ2

  +  0  ‐   

݂ሺݔሻ  െ݁ଶ  ↗  1
2݁ 
maximum 

↘  1
݁ଶ 

 

Singulära ( Icke‐deriverbara)  punkter i den inre delen av intervallet ( dvs punkter där 
funktionen är definierad men saknar första derivatan) :  Denna funktion saknar singulära 
punkter eftersom funktionen är deriverbar i alla punkter ݔ א ሺെ1,1ሻ. 

Grafen till f(x) för െ1 ൑ ݔ ൑ 1. 



 

Svar a)  Funktionens största värde i det slutna intervallet ሾെ1,1ሿ är ݕ௠௔௫ ൌ ଵ
ଶ௘
 . 

Funktionens minsta  värde i ሾെ1,1ሿ  är  ݕ௠௜௡ ൌ െ݁ଶ. 

b)     ݂ሺݔሻ ൌ ଶ௫ି݁ݔ ,   െ 1 ൏ ݔ ൏ 1  

I det här fallet är funktionen inte definierad i ändpunkterna.  

Stationär punkt är samma som i a. 

 

 Svar b)    

Funktionens största värde i det öppna intervallet ሺെ1,1ሻ är ݕ௠௔௫ ൌ ଵ
ଶ௘
 . 



Funktionens minsta värde i ሺെ1,1ሻ  saknas . 

 

Lösning:  

Vi använder följande ekvivalens: 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ݃ሺݔሻ ൅ ܥ
ௗ௘௙
ሯሰ ݃ᇱሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

Svar: 

1ሻ 
݀

ݔ݀ ቆ
ହݔ

5!ቇ ൌ
ସݔ

4!  

   2ሻ ௗ
ௗ௫

൬4! ቀെ ଵ
௫
ቁ

ହ
൰ ൌ 5! ቀെ ଵ

௫
ቁ

଺
 

 ݉݋ݏݎ݁ݐ݂݁
݀

ݔ݀ ቆ4! ൬െ
1
൰ݔ

ହ

ቇ ൌ
݀

ݔ݀
ሺെ4! ହሻିݔ ൌ 5! ଺ିݔ ൌ 5! ൬െ

1
൰ݔ

଺

 

3ሻ 
݀

ݔ݀
ሺ6 sinhሺݔሻሻ ൌ

݀
ݔ݀

6ሺ݁௫ െ ݁ି௫ሻ
2 ൌ 3݁௫ ൅ 3݁ି௫ 

4ሻ 
݀

ݔ݀
ሺ݈݊ ݔଶ ൅ 2݈݊ሺ݁/ݔሻሻ ൌ 0 

ln   ݉݋ݏݎ݁ݐ݂݁ ଶݔ ൅ 2 lnሺ ሻݔ/݁ ൌ 2 ln ݔ ൅ 2 ln ݁ െ 2 ln ݔ ൌ 2 ln ݁ ൌ  ݐݏ݊݋ܿ 

5ሻ 
݀

ݔ݀ ቆ ݔଶ ln ݔ െ
ଶݔ

2 ቇ ൌ ݔ2 ln  ݔ

6ሻ 
݀

ݔ݀
ሺ2 arctan ଶሻݔ  ൌ

ݔ4
ସݔ ൅ 1 



 

 

 

 

Lösning:  

Skärningspunkt mellan kurvorna: 

5
ଷ/ଶݔ ൌ  ଵ/ଶݔ

֜  5 ൌ  ଶݔ

֜ ݔ  ൌ േ√5  

Eftersom √ݔ är definierad för x>0  

har vi en lösning   ൌ √5. 

݊݁݉ݕ݈݋ܸ   ൌ ߨ න ሺ5ିݔଷ/ଶሻଶ݀ݔ
√ହ

ଵ

െ ߨ න ሺݔଵ/ଶሻଶ݀ݔ
√ହ

ଵ

ൌ ߨ න ݔଷ݀ିݔ25
√ହ

ଵ

െ ߨ න ݔ݀ݔ
√ହ

ଵ

 

ൌ ቈ25ߨ
ଶିݔ

െ2 െ ߨ
ଶݔ

2 ቉
√5

1
ൌ   ߨ8

Svar:  Volymen =8ߨ 

 

 

 

Lösning:  

 

 

 



 

 

Rännan ska rymma maximal mängd av vatten om ”snittytans” area ( dvs arean av trapetsen 
ABCD) är störst. 

  

 

 

 

 

݄ ൌ  10 sin   ߠ

ݔ ൌ 10 cos  ߠ

där ߠ ligger mellan 0 och π/2. 

Arean= 10݄ ൅ 2 ௫௛
ଶ

ൌ 10݄ ൅ ݄ݔ ൌ  10 · 10 sin ߠ  ൅ 10 sin ߠ  · 10 cos   ߠ

Vi betecknar arean med ݂ሺߠሻ och deriverar med avseende på ߠ 

݂ሺߠሻ ൌ 100 sin ߠ ൅ 100 sin ߠ cos   ߠ

֜ ݂Ԣሺߠሻ ൌ 100 cos ߠ ൅ 100 cosଶ െ ߠ  100 sinଶ   ߠ

݂Ԣሺߠሻ ൌ 0 ֜ 100 cos ߠ ൅ 100 cosଶ െ ߠ  100 sinଶ ൌ ߠ 0 

֜ cos ߠ ൅ cosଶ െ ߠ  sinଶ ൌ ߠ 0         (vi ersätter  sinଶ ൌ ߠ 1 െ cosଶ  ( ߠ

֜ 2 cosଶ ൅ ߠ cos ߠ െ  1 ൌ 0     

Härav får vi  

cos ߠ ൌ  1/2  och  cos ߠ ൌ  െ1 

Eftersom ߠ ligger mellan 0 och π/2 har vi  

cos ߠ ൌ  1/2 

֜ ߠ ൌ
ߨ
3 

Med hjälp av andra derivatan  

ቄ    ݂ԢԢሺߠሻ ൌ െ100 sin ߠ െ 400 sin ߠ cos ߠ ֜   ݂ԢԢሺ
ߨ
3ሻ ൏ 0      ቅ 



ser vi att ߠ ൌ గ
ଷ
 är en maximipunkt. 

Anmärkning:  Maxarean= ௠݂௔௫ ൌ 75√3 ൎ 129.9ܿ݉ଶ ,   

I ändpunkterna har vi  f(0)=0 , f(π/2)=100. 

Alltså, i intervallet  [0 , π/2] har funktionen största värde  ௠݂௔௫ ൌ 75√3 om  ߠ ൌ గ
ଷ
. 

Svar: 3/ߨ 

 

Lösning:  

݂ሺݔሻ ൌ
ln |ݔ|

ݔ   ,            ݂݀݁݉ä݊݃݀݁݊: 0 ൏ |ݔ|  ൏ ݁ 

݂Ԣሺݔሻ ൌ
1
ݔ · ݔ െ 1 · ln |ݔ|

ଶݔ  ൌ
1 െ ln |ݔ|

ଶݔ   

 

Vi löser olikheten  

݂Ԣሺݔሻ ൐ 0     

 ݏݒ݀
1 െ ln |ݔ|

ଶݔ ൐ 0 

som ger  

1 െ ln |ݔ| ൐ 0 ֞ |ݔ| ൏ ݁              ሺݔ  ݄ܿ݋ ്  0ሻ)      

Svar:   0 ൏ |ݔ| ൏ ݁      

(  Alternativt Svar:  ݔ ג ሺെ݁ 0ሻ ׫ ሺ0, ݁ሻ    ) 

 

Lösning:  

2    :ࢊࢍ࢔ä࢓࢙࢔࢕࢏࢚࢏࢔࢏ࢌࢋࡰ െ ଶݔ ൒ 0 ֞ ଶݔ ൑ 2 ֞ െ√2 ൑ ݔ ൑ √2, 

௙ܦ ൌ ሾെ√2, √2ሿ.     



 Lägg märke till att ändpunkterna േ√2 tillhör ܦ௙ och att 

  ݂ሺെ√2ሻ  ൌ 0,     ݂ሺ √2ሻ ൌ 0. 

 Funktionen är kontinuerlig i det slutna intervallet ሾെ√2, √2ሿ     (och därmed begränsad i 
detta intervall)   

Asymptoter: Vi undersöker ändpunkterna till Df men 

lim
௫ ՜ ି√ଶశ

݂ሺݔሻ ൌ 0 ,           lim
௫ ՜ √ଶష

݂ሺݔሻ ൌ 0   ֜ ሺ ݎ݀݋݈ ݊݁݃݊ܫäݐ݋ݐ݌݉ݕݏܽ ݐሻ.     

( Anmärkning: Eftersom ݂ሺݔሻ  är begränsad i Df  kunde vi se direkt att funktionen saknar 
lodräta asymptoter) 

 
På grund av definitionsmängden har funktionen varken sneda eller horisontella asymptoter. 

Alltså har funktionen ingen asymptot. 

Funktionens nollställen:  

݂ሺݔሻ ൌ 0 ֜ ඥ2ݔ െ ଶݔ ൌ 0 ֜ ଵݔ ൌ െ√2, ଶݔ      ൌ 0, ଷݔ         ൌ √2 

Funktionens tecken:  

( Lägg märke till att √2 െ ଶݔ ൒ 0  för ݔ ג  (௙ܦ

݂ሺݔሻ ൐ 0 ֞ ඥ2ݔ െ ଶݔ ൐ 0 ֞ ሺݔ ൐ ݔ ݄ܿ݋ 0 ג ௙ሻܦ ֞  0 ൏ ݔ ൑ √2 

݂ሺݔሻ ൏ 0 ֞ െ√2 ൑ ݔ ൏ 0 

Första derivatan:  

݂ሺݔሻ ൌ ඥ2ݔ െ  ଶݔ

֜ ݂Ԣሺݔሻ ൌ
2 െ ଶݔ2

√2 െ ଶݔ
ൌ

2ሺ1 െ ሻሺ1ݔ ൅ ሻݔ
√2 െ ଶݔ

 

Vi ser att första derivatan (mer precis: vänsterderivatan, högerderivatan) inte är definierad i 
ändpunkterna (eftersom nämnaren i är ݂Ԣሺݔሻ är 0 i ändpunkterna, 

 och att   

lim
௫ ՜ ି√ଶశ 

݂Ԣሺݔሻ ൌ െ∞                 och        lim
௫ ՜ √ଶష

݂Ԣሺݔሻ ൌ െ∞        

Vi kan tolka detta enligt följande:  

Funktionen har en lodrät högertangent i  punkten  െ√2  och  



en lodrät vänstertangent i  punkten  √2 .  

Stationära punkter:  

Ekvationen ݂Ԣሺݔሻ ൌ 0 dvs    ଶିଶ௫మ

√ଶି௫మ ൌ 0  har två lösningar െ1  och 1. 

Förstaderivatans tecken:  

Vi analyserar  förstaderivatans tecken i intervallet ܦ௙ ൌ ሾെ√2, √2ሿ.      

x  െ√2    ‐1    1    √2
݂ᇱሺݔሻ ൌ 
2ሺ1 െ ሻሺ1ݔ ൅ ሻݔ

√2 െ ଶݔ
 

ej 
def 

െ  0  ൅  0  െ 
ej  
def 

݂ሺݔሻ    ↘  minimum ↗ 
 

maximum 
↘   

 

Nu kan vi rita grafen till funktionen ݂ሺݔሻ ൌ 2√ݔ െ  ଶ med två lodräta tangenter iݔ
ändpunkterna 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lösning:  

Vi skriver om uttrycket  



1
ݐ െ

1
sin ݐ ൌ

sin ݐ െ ݐ
ݐ sin ݐ  

och  utvecklar täljaren och nämnaren med hjälp av Maclaurinsformeln för  sin  .ݐ

sin ݐ ൌ
ݐ
1! െ

ଷݐ

3! ൅
ହݐ

5! െ
଻ݐ

7! ൅ ڮ , െ∞ ൏ ݐ ൏ ∞ 

som vi kan skriva kortare  med O‐beteckning som  

sin ݐ ൌൌ ௧
ଵ!

െ ௧య

ଷ!
൅ ܱሺݐହሻ . 

Nu kan vi få täljarens Maclaurinutveckling:    

sin ݐ െ ݐ ൌ  െ
ଷݐ

3! ൅
ହݐ

5! െ
଻ݐ

7! ൅ ڮ ൌ െ
ଷݐ

3! ൅ ܱሺݐହሻ 

Nämnarens  Maclaurinutveckling:   

ݐ sin ݐ ൌ
ଶݐ

1! െ
ସݐ

3! ൅
଺ݐ

5! െ
଼ݐ

7! ൅ ڮ ൌ
ଶݐ

1! ൅ ܱሺݐସሻ 

Därför  

lim
௧ ՜ ଴

൬
1
ݐ െ

1
sin ൰ݐ  ൌ lim

௧ ՜ ଴
൬

sin ݐ െ ݐ
ݐ sin ݐ ൰  ൌ lim

௧ ՜ ଴
൮

െ ଷݐ

3! ൅ ܱሺݐହሻ
ଶݐ

1! ൅ ܱሺݐସሻ
൲ ൌ lim

௧ ՜ ଴
ቌ

െ t
3! ൅ ܱሺݐଷሻ

1 ൅ ܱሺݐଶሻ ቍ ൌ
0
1

ൌ 0 

lim   :ܚ܉ܞ܁
௧ ՜ ଴

൬
1
ݐ െ

1
sin ൰ݐ  ൌ 0 

 

 

Lösning:  

A) Definition: En funktion ݂ሺݔሻ  är kontinuerlig i en punkt ݔ଴ om följande gäller: 

  ݅ሻ   ݔ଴  tillhör funktionens definitionsmängd 

 ݅݅ሻ     lim
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ  ൌ  ݂ሺ  ଴ሻݔ

 



ሾ   ݉݊ܣä݃݊݅݊݇ݎ:  ݅݅ሻ kan skrivas på ekvivalent sätt som   lim
௫՜௫బష

݂ሺݔሻ  ൌ  ݂ሺ ଴ሻݔ

ൌ lim
௫՜௫బశ

 ݂ሺݔሻ  ሿ 

B)   Det finns oändligt många kontinuerliga  funktioner som satisfierar B. 

Exempel: Vi kan t ex välja att  ݂ሺ4ሻ ൌ 0. Funktionen ݂ሺݔሻ definierar vi med två uttryck. 

Längden av AA1 i triangeln AA1P ( se 
bilden) väljer vi 2/3 så att triangelns 
arean blir 1. 

1ܽ݁ݎܣ ൌ
3 · ሺ2/3ሻ

2 ൌ 1 

och därmed blir motsvarande integral  

ଵܫ ൌ െ1. 

Nu har linjen AP följande ekvation 

ݕ ൌ ଶ
ଽ

ሺݔ െ 4ሻ  . 

På liknande sätt bestämmer vi höjden i triangeln BB1P. Eftersom basen B1P=5 väljer vi höjden 
av längden BB1=2 så att arean ( och därmed motsvarande integral) blir 5, 

2ܽ݁ݎܣ ൌ ହ·ଶ
ଶ

ൌ 5. 

Linjen genom punkterna P och B har ekvationen 

ݕ ൌ ଶ
ହ

ሺݔ െ 4ሻ  

 Vi definierar funktionen  

݂ሺݔሻ ൌ ൞

2
9 ሺݔ െ 4ሻ   ݂ö1 ݎ ൑ ݔ ൑ 4 
2
5 ሺݔ െ 4ሻ   ݂ö4 ݎ ൑ ݔ ൑ 5 

 

Fuktionen ݂ሺݔሻ är kontinuerlig och satisfierar vilkor B) 

 

 

 



 

 

Lösning:  

Först beräknar vi integralen ׬ ln ௡ݔ
ଵ  .ݔ݀

 න ln ݔ ݔ݀ ൌ ሾ݊݋݅ݐܽݎ݃݁ݐ݊݅ ݈݈݁݅ݐݎܽ݌ሿ  ൌ ݔ ln ݔ െ න ݔ1݀  ൌ x ln ݔ െ  ݔ

Härav 

׬ ln ௡ݔ
ଵ ݔ݀ ൌ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1        

Funktionen ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ln  .är positiv och växande  ݔ

Talet  ׬ ln ௡ݔ
ଵ ሻ och x‐axeln för 1ݔär lika med arean mellan grafen av ݂ሺ ݔ݀ ൑ ݔ ൑ ݊. 

 

 

 

 

Alltså  

ଵܣ ൌ න ln ݔ
௡

ଵ
ݔ݀ ൌ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1    

Vi delar intervallet ሾ1, ݊ሿ i (n‐1) delintervall av med  delningspunkterna 1,2,3,…,n. 

Varje delintervall har längden 1. 

 

 

 

 

 

Arean A1 approximerar vi med underarean A2 och överarean A3.  

Då gäller 

            A2 ൑   A1   ൑ A3       



Först beräknar vi underarean A2 (=summan   är  sammanlagda arean av de rektanglarna som 
ligger under grafen ) 

ଶܣ    ൌ   ෍ ݂ሺ݇ሻ · 1 ൌ 1 · ln 1 ൅ 1 · ln 2 ൅ ڮ
௡ିଵ

௞ୀଵ

1 · ln ሺ݊ െ 1ሻ                   

På samma sätt beräknar vi A3 

ଷܣ ൌ 1 · ln 2 ൅ 1 · ln 3 ൅ ڮ 1 · ln ݊    

Nu  har vi  

A2 ൑   A1   ൑ A3  ֜       

ln 1 ൅ ln 2 ൅ ڮ ln ሺ݊ െ 1ሻ ൑ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1   ൑  1 · ln 2 ൅ 1 · ln 3 ൅ ڮ 1 · ln ݊   

V.S.B. 

 

Lösning:  

Maclaurinpolynomet av grad 3 till ݂ሺݔሻ, 

ሻݔሺ݌ ൌ ሻݔଷሺܯ  ൌ ݂ሺ0ሻ ൅
݂Ԣሺ0ሻ

1! ݔ ൅
݂ԢԢሺ0ሻ 

2! ଶݔ ൅
݂ԢԢԢሺ0ሻ

3!  ,ଷݔ

satisvierar kravet. 
 
Vi beräknar derivator ݂ሺ0ሻ, ݂Ԣሺ0ሻ, ݂ԢԢሺ0ሻ, ݂ԢԢሺ0ሻ  och  ݂ԢԢԢሺ0ሻ: 

݂ሺݔሻ ൌ න ݁௧మା௧ ݀ݐ  
௫

଴

֜ ݂ሺ0ሻ ൌ 0,  

݂Ԣሺݔሻ ൌ ݁௫మା௫ ֜ ݂Ԣሺ0ሻ ൌ 1, 

݂ԢԢሺݔሻ ൌ ሺ2ݔ ൅ 1ሻ݁௫మା௫ ֜ ݂ԢԢሺ0ሻ ൌ 1, 

݂ԢԢԢሺݔሻ ൌ 2݁௫మା௫ ൅ ሺ2ݔ ൅ 1ሻଶ݁௫మା௫ ֜ ݂ԢԢԢሺ0ሻ ൌ 3 

Därför  

ሻݔሺ݌ ൌ
1
1! ݔ ൅

1 
2! ଶݔ ൅

3
3!  .ଷݔ

ሻݔሺ݌      :ܚ܉ܞ܁  ൌ ݔ ൅
1 
2 ଶݔ ൅

1
2  ଷݔ


