1. DBestdm i firekommande fall stérsta och minsta vérdet av funktionen
fr) — v pa intervallet (=1, 1], Besvara sedan acksi samuma fraga fir
det oppna intervallet {—1. 1)
LOosning:
a) f(x) =xe ™, —1<x<1

Definitionsméngd: Dy = [—1,1]

En funktion f(x) kan ha lokal maximum eller lokal minimum endast i punkter x av foljande
tre typer:

(i) stationdra punkter  (punkter x € D dér f'(x) = 0)
(ii) dndpunktertill D (endast de andpunkter som tillhér Dy )

(iii) singuldra punkter  (punkter x € Dy dér f'(x) inte existerar)

Derivatan:

f'(x) = (1 — 2x)e™?* 4r ocksa definierad for allax i [—1,1].

Andpunkter:
_ 1
f(-1) = —¢?, =e?=2
Stationdra punkter: f'(x) =0=>1-2x=0=>x=1/2, f(1/2) = %e‘l = i

Forstaderivatans tecken ( lagg marke till att e™2* > 0 for alla x):

X -1 1/2 1
f'(x) + 0 -
= (1 —2x)e™**
f(x) —e? A 1 N 1
2e e?
maximum

Singuldra ( Icke-deriverbara) punkter i den inre delen av intervallet ( dvs punkter dar
funktionen ar definierad men saknar forsta derivatan) : Denna funktion saknar singulara
punkter eftersom funktionen ar deriverbar i alla punkter x € (—1,1).

Grafen till f(x) for —1 < x < 1.




Svar a) Funktionens storsta varde i det slutna intervallet [—1,1] 8r Yppax = —

Funktionens minsta varde i [—1,1] &r vy, = —e?.
b) f(x)=xe™?, —1<x<1
| det har fallet ar funktionen inte definierad i andpunkterna.

Stationar punkt ar samma som i a.

Svar b)

Funktionens storsta varde i det 6ppna intervallet (—1,1) ar Y00 = —



Funktionens minsta varde i (—1,1) saknas.

2. Para thop nedanstiende integrander och primitiva funktioner. OBS: nigra
hitr dver. Visa for varje par du hittar precis hur de hinger thop genom
en formel som innchaller antingen ett integraltecken eller ocksa en deriver

ingssymbol.
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LOosning:

Vi anvander foljande ekvivalens:

[ rear =g+ c &g = reo

Svar:

d (x° x*
b a<s—) =@
D &(n(-) -9y

eftersom %(4! (—l)s> = :—x(—4!x‘5) = 5!x7¢ = 5| (_ l>6

X X

d . _d6(er—e™) y
3) a(6 sinh(x)) = P E—— 3e* + 3e

d
4) — 242 =
)dx(lnx + 2In(e/x)) =0
eftersom Inx?+2In(e/x) =2Inx+2Ilne —2Inx =2Ilne = const
5 L 2 mx—2) = 201
)dx x“Inx > )= xInx

4x
x*+1

d
6) a(z arctan x?) =



3. Bestim volymen av den rotationskropp som uppstar da det begrinsade
~3/2

omrade som innesluts av kurvorna Yy = b
# = 1 roteras ett varv runt r axeln,

och y = /T samt linjen

LOsning:

Skarningspunkt mellan kurvorna:

10+
5 ,
= 5= x2 %
= x=+V5

Eftersom \/x ar definierad fér x>0

har vi en l6sning = V5.

V5 V5
Volymen = rtf (5x73/%)2dx —nf (x1/?)2dx = nf 25x~3dx —nf xdx
1 1 1 1
x2  x2|V5
= [2577.'_—2 - 7'[7 . = 8m

Svar: Volymen =8m

4. Man konstruerar en riinna av tre likadana plankor som ér 10 em breda. En
planka ligger pa marken, de bada andra har vinkel ¢ med horisontalen. TTur
ska 8 viljas for att rannan ska rymma maximal mingd vatten?

Losning:




Rannan ska rymma maximal mangd av vatten om ”“snittytans” area ( dvs arean av trapetsen

ABCD) ar storst.

D F E x (
3]
10 b 10
5]
A 10 B
h = 10sin@
x =10cosf

dar @ ligger mellan 0 och /2.

Arean= 10h+2xz—h= 10h+xh = 10-10sin8 + 10sin® -10cosé

Vi betecknar arean med f(8) och deriverar med avseende pa 6

f(0) =100sin6 + 100 sin 6 cos

= f'(8) = 100 cos O + 100 cos? 6 — 100sin? 0

f'(6) =0=100cosf + 100 cos*d — 100sin?0 =0

= cosf + cos?8 — sin?f =0 (vi ersétter sin?8 =1 —cos?6)

= 2cos?0 +cosf—1=0

Harav far vi

cosf = 1/2 och cosf = —1
Eftersom 6 ligger mellan 0 och 1t/2 har vi

cosf = 1/2

Med hjalp av andra derivatan

T
{ f"(8) = ~100sin§ — 400sinB cos§ = f"(3) <0 }



serviatt 0 = gér en maximipunkt.

Anmirkning: Maxarean=f,,,, = 75V3 =~ 129.9cm?,

| andpunkterna har vi f(0)=0, f(rt/2)=100.

Alltsa, i intervallet [0, /2] har funktionen storsta varde f,5, = 75V3 om 6 = g
Svar: /3
o . ) o Inlz|
5. Pa vilka intervall vixer funktionen flz) = ir O < 2] < e
Kl ; - J \;l-; R |-;.La T Bia
®
Losning:
In x| .
fx) = , defmangden: 0 < |x| <e
X
1
, E-x—1-1n|x| 1—In|x|
fix) = =

x2 x2

Vi loser olikheten

F1(x) >0

1 —In|x]|
dvs ———>10
x

som ger
1-In|x|>0e |x|<e (och x # 0))
Svar: 0 <|x|<e

( Alternativt Svar: x € (—e 0) U (0,e) )

6. Skissa grafen till funktionen f(z) = rv2 — 22, Avgér speciellt om f har
nagra lokala maxima eller minima samt om srafen har lodrit tangent
nagonstans.

Losning:
Definitionsmingd: 2—-x*>>0ex><2 & —\2<x <72,



Lagg mérke till att &ndpunkterna ++/2 tillhér Dy och att
f(—V2) =0, f(v2)=0.

Funktionen &r kontinuerlig i det slutna intervallet [—v2,v2] (och ddrmed begransad i
detta intervall)

Asymptoter: \/i undersdker andpunkterna till D men

lim_ f(x)=0, lim f(x) =0 = (Ingen lodrit asymptot).
2, x—-2

x> —

(Anmdrkning: Eftersom f (x) dr begrénsad i D kunde vi se direkt att funktionen saknar
lodrdta asymptoter)

Pa grund av definitionsmangden har funktionen varken sneda eller horisontella asymptoter.
Alltsa har funktionen ingen asymptot.

Funktionens nollstiillen:

fX)=0=3xy2-x2=0=x=—2, x,=0, x3 =2

Funktionens tecken:

(Lagg marke till att V2 — x% > 0 for x € Dy)
fX)>0exJy2-x2>0e (x>00chxeDy) & 0<x<+V2
fx)<0e —V2<x<0

Forsta derivatan:

f(x) =xy2 — x?

2-2x* 2(1-x)(1+x)
V2—xZ V2 —x?

Vi ser att forsta derivatan (mer precis: vansterderivatan, hogerderivatan) inte ar definierad i

= () =

andpunkterna (eftersom namnaren i ar f'(x) ar 0 i andpunkterna,

och att
li "(x) = — h li "(x) = —
Jm fi(x) = —o oc N lr}_f (x) = —c

Vi kan tolka detta enligt foljande:

Funktionen har en lodrit hégertangent i punkten —/2 och



en lodrit vinstertangent i punkten V2 .

Stationdra punkter:

2—-2x2

V2—x2

Ekvationen f'(x) = 0 dvs = 0 har tva l6sningar —1 och 1.
Férstaderivatans tecken:

Vi analyserar forstaderivatans tecken i intervallet Dy = [—V2,V/2].

X 2 -1 1 N
fl(x) = , :
20=00+x | S| - 0 + 0 - | o

e e
V2 — x?
f(x) N minimum 7 maximum N

Nu kan vi rita grafen till funktionen f(x) = xV2 — x2 med tva lodréta tangenter i
andpunkterna

ry=x \."I 32—
(L1
14
T T - 1
-2 1o 2
X
t1-1
74
| —— funktionen twa lodréta tangenter

7. Visa hw man kan anvinda Maclaurinutvecklingar for att berikna

sinf

. : 1 1
prinsvirden genom att beriikna h“é (; — .
{— f

LOsning:

Vi skriver om uttrycket



1 1 _sint—t

t sint  tsint

och utvecklar tdljaren och namnaren med hjalp av Maclaurinsformeln for sint.

_ t t3 5 7
smt—ﬁ—§+§—ﬁ+---, —oo <t <oo
som vi kan skriva kortare med O-beteckning som

t

. __t 3 5
Slnt——i—3!+0(t ).

Nu kan vi fa téljarens Maclaurinutveckling:

Ndmnarens Maclaurinutveckling:

tZ t4 t6 t8 2
i - — = — 4
tsint =g =gtg =gt = O
Darfor
: t3 5 t 3
/11 ~ /sint—t _ —37t0(t”) [t o)
tlm})<?_ ' t>=t11rr})<t_ t)ztlm% 2 =M\ Tro@
- sin - sin ?_}_0@4) (t2)
=0
1 1
Svar: lim (——,—) =0
t-o\t sint
8 A, Vad menas med att en funktion fr kontinuerlig i en punkt zy 7

B. Ge exempel pa en kontinuerlig funktion f som uppivller att
A a .
/ flxydr = —1 och / flaeydr =5,
of 1 4

Losning:
A) Definition: En funktion f(x) ar kontinuerlig i en punkt x, om féljande galler:

i) xg tillhor funktionens definitionsmangd

D) MimfQ) = f(xo)



[ Anmarkning: ii) kan skrivas pa ekvivalent satt som lim f(x) = f(x,)
X—Xg—

= lim f(x) ]

X—=Xo+
B) Det finns odndligt manga kontinuerliga funktioner som satisfierar B.

Exempel: Vi kan t ex vdlja att f(4) = 0. Funktionen f(x) definierar vi med tva uttryck.

3_

Langden av AA; i triangeln AA;P ( se
bilden) valjer vi 2/3 sa att triangelns . B(%.2)
arean blir 1.
3-(2/3
Areal = % =1 1
och darmed blir motsvarande integral Al F
LR I e S S

11 = —1. x

(L)
Nu har linjen AP foljande ekvation

7

y=:(x—4) .

Pa liknande satt bestammer vi hojden i triangeln BB,P. Eftersom basen B;P=5 valjer vi hojden
av langden BB;=2 s att arean ( och darmed motsvarande integral) blir 5,

Area2 = 572 = 5.

Linjen genom punkterna P och B har ekvationen

2

y=;(x—-4)

Vi definierar funktionen

g(x—él) forl<x<4
fx) =
g(x—4) for4 <x <5

Fuktionen f(x) ar kontinuerlig och satisfierar vilkor B)

n—1 i
9. Visa att Zln E< ninn —n+1 < Ziu . Tips: betrakta integralen
h=1 =2

4
/ b dr.
A l



Losning:

Forst beraknar vi integralen fln Inxdx.

flnx dx = [partiell integration] = xlnx — f ldx =xlnx —x

Harav
JiInxdx=nlnn-n+1
Funktionen y = f(x) = Inx &r positiv och vaxande.

Talet fln In x dx ar lika med arean mellan grafen av f(x) och x-axeln fér 1 < x < n.

Alltsa
n

A; =f Inxdx =nlnn—-n+1
1

Videlar intervallet [1,n] i (n-1) delintervall av med delningspunkterna 1,2,3,...,n.

Varje delintervall har langden 1.

—_ bka L
.
%
= —_ [38]
v
%

Arean A; approximerar vi med underarean A, och 6verarean As.

Da galler



Forst berdknar vi underarean A, (=summan &r sammanlagda arean av de rektanglarna som

ligger under grafen )
n-1

A, = Zf(k).1=1-1n1+1-1n2+---1-1n(n—1)
k=1
P& samma satt berdknar vi Az
A;=1:-In2+1-In3+--1-Inn
Nu har vi
AL A A3
Inl+In2+-+In(n—-1)<nlhn-n+1 <1:-In2+1-In3+--1-Inn
V.S.B.

1. Fmn ctt tredjegradspolynom p(a) sadant att p(0) = F(0), p'(0) = f(0),
3

p{0) = £U(0), p"(0) = f7(0), diir flz) = f Paar
a

Losning:
Maclaurinpolynomet av grad 3 till f(x),

! 0 r O n 0
p(x) = M5(x) =f(0)+f1(!)x+f 2(!) x2+f 3(! )x3,

satisvierar kravet.

Vi berdknar derivator £(0), f'(0), f"(0), f''(0) och f"'(0):

f(x) = fefzﬂ dt = f(0) =0,

flx) =e¥** = f(0) =1,
f'(x) = 2x + D)e¥+* = f7(0) = 1,
F'(x) = 2e*°H% 4+ (2x 4+ 1)2e*°+* = f1(0) = 3

Darfor

1
Svar: p(x) =x+ Exz + §x3



