Ordinara differentialekvationer

Vi skall i dessa anteckningar ge en introduktion till ordindra differentialekvationer av férsta
och andra ordningen. Dessa férekommer i manga av matematikens tillimpningar, t.ex. inom
mekanik, ekonomi, biologi, kemi etc. En av de mest vilkinda differentialekvationer torde vara
Newtons andra lag:

dp(t)

= _F
dt ’

som uttrycker sambandet mellan en partikels rorelseméngd och den kraft som péverkar par-
tikeln. Forst lite terminologi.

Definition 1. En ordindr differentialekvation (ODE) dr ett samband mellan en obekant funk-
tion av en variabel y = y(t) och dess derivator. Differentialekvationen siges vara av ordning
n om den innehdller derivator av ordning n, men inte av hogre ordning.

Allmént kan vi alltsa sdga att en ODE av ordning n har formen

Ft,y,y,y",...,y") =0, (1)

dir F &r en funktion av n + 2 variabler. Vi kommer hir att begridnsa oss till ekvationer av
ordning hogst 2, och dessutom bara behandla ekvationer av nagra speciella typer.

Med en 16sning till (1) pé ett intervall I C R menar vi en n génger deriverbar funktion y = y(¢)
pa I sadan att (t,y(t),y'(t),y'(t), ...,y (t)) tillhor definitionsméngden till F' och

F(t,yt), 4/ (t),y"(t),...,y™ () =0, for t € I.

Forsta ordningens differentialekvationer
En ODE av ordning 1 har formen F(t,y,y’) = 0. Exempelvis si &r
eV 4+ 1% +sin(y’) = 0
en ODE av ordning 1. Vi behandlar tva typer: sk.linjdra och separabla ekvationer.

Definition 2. En forsta ordningens linjar differentialekvation har formen
y' +alt)y = f(t).
Om f(t) =0 sd kallas ekvationen homogen.

Definition 3. En forsta ordningens separabel differentialekvation har formen

gy’ = f(t).

Vi ténker oss hér att funktionerna a, f, g ar kontinuerliga.

Exempel
y —ty =t, separabel och linjar
y —ty? =t, separabel, ej linjar
y —ty =2, linjér, ej separabel

e +t? +sin(y’) = 0, ej separabel, ej linjér.
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Exempel

Den enklaste differentialekvationen (som inte &r trivial) har formen

vars allména 16sning ar
) = [ fvyie+

dér C ar en godtycklig konstant.

Exempel

Antag att en biolog vill modellera en populations tillvixt. Man kan t.ex. ténka sig att popula-
tionen bestar av harar, bakterier, ménniskor m.m. Om n(t) &r antalet individer i en population
vid tiden ¢, & man intresserad av att beskriva poulationens tillvixthastighet n'(¢). For en
forsta approximation kan man antaga att poulationens tillvixt &r proportionell mot antalet
individer, dvs.

n'(t) = an(t), (2)

fér ndgon konstant a > 0. Alltsd har vi gjort en modell med hjilp av en differentialekvation,
hir en forsta ordningens sddan som &r bade linjdr och separabel. Vi forsoker nu att 1osa (2).
Om n(t) # 0, vilket vi antar, s kan vi skriva (2) som

n
— =a.
n
Nu observerar vi att
n' d In(n)
n o dt
vilket betyder att ekvationen kan skrivas
d
7 In(n) = a.

Efter integration far vi ddrmed
In(n(t)) =at+C

for nadgon konstant C' och

n
Tl(t) — 6at-l—C
eller n(t)
n(t) = Ke™
for nagon konstant K = ¢“. Om antalet
individer vid tiden ¢ = 0 ar n(0) = ny,
far vi 16sningen
n
n(t) = noe. 0

t
Populationen véxer exponentiellt, och detta ar faktiskt en mycket bra beskrivning av en sit-

uation dér det inte finns ndgra begrinsande faktorer sdsom &ndlig tillgdng av foda, utrymme
etc.
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Anmdrkning. Den uppmérksamme studenten oroar sig mojligtvis fér det faktum att n(t) nod-
vindigtvis dr en heltalsvird funktion, sdledes ej kontinuerlig och definitivt inte deriverbar!
Detta ar sant, men vi tdnker oss att populationen ar “stor”, s att under ett litet tidsintervall
dr dndringarna i populationen férhallandevis smé, och vi kan d& med gott samvete approximera,
den “sanna” populationsantalet med en deriverbar funktion n(t).

En allméin 16sningsmetod for forsta ordningens separabla ODE

Vi skall nu anvinda den idé som introducerades i exemplet ovan for att 16sa ekvationen

9y = f(t). (3)
Lat G vara en primitiv funktion till g. Kedjeregeln ger da att
d
2 GW®) = G®))y' (1) = g(y(®)y' (1)

varfor ekvationen (3) &r ekvivalent med

d

SG(t) = £(0).

Om nu F' &r en primitiv funktion till f har ekvationen séledes den implicita 16sningen

Gly(t) = / f(dt = F(t) + C

dar C ar en godtycklig integrationskonstant. Ibland gar det att fa fram en explicit formel for
den obekanta funktionen y ur sambandet ovan, men ofta fa&r man ndja sig med den implicita
formen.

Formellt brukar man skriva ned sina kalkyler enligt féljande mall:

o) = 70
& g(y)dy = f(t)d

& /g(y)dy /

t

= [ f{t)dt
& Gyt) =F)+C
Exempel

. . dy _ L
Los ekvationen @ =y

Losning: Ekvationen dr separabel (med g(y) = y och f(t) =t). Vi genomfor kalkylerna enligt
ovan:

dy _ ¢t
dt vy
dy

R — =
n

& ydy = tdt

& /ydy:/tdt
1, 1,

& —yt==t+C.
2V ="t

Losningarna dr alltsa hyperbler y? — t? = 2C, déir C &r en godtycklig konstant.
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Exempel
Los ekvationen ¢y’ = t(y — 1).

Losning: Ekvationen #r separabel med g(y) = ﬁ Observera att bade hogerled och vénsterled
blir identiskt noll om vi sdtter y(¢) = 1. En 19sning till ekvationen ar dérfér den konstanta
funktionen y(t) = 1. I ett intervall dar y(¢) # 1, kan vi dividera med y — 1 och fortsétta som
ovan

/

Y
=t
y—1

dy

1
& ln|y—1\:§t2+01

& |y—1| = a0,
I ett intervall dér y(t) # 1 dr antingen y(¢) > 1 eller y(t) < 1 och vi tacker in bada alternativen

med -
y(t) = Ce2" +1,

déar C ér en godtycklig konstant. Observera att ocksa 16sningen y(¢) = 1 técks in har om vi
valjer C' = 0.

Exempel

Vi aterviander till var populationsmodell och forsdker gora den mer realistisk. Det verkar rimligt
att om populationen blir tillrackligt stor sa uppstar en konkurrenssituation, t.ex. konkurrens
om foda eller utrymme. Det kan vi modellera genom att modifiera ekvationen n’ = an till

n' =an—bn?, t>0
n(0) = ng

dir 0 < b << a. Sa linge som popolationen inte #r alltfor stor &r an — bn? ~ an, och vi
far tillbaka var ursprungliga modell. Men om populationen blir tillrdckligt stor dominerar den
kvadratiska termen —bn? vilket begriinsar tillviixten. Observera att (4) #ir separabel men inte
linjar. Enligt ovan fas (om 0 < n < §)

Partialbrdksuppdelning ger
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och saledes “ .
In(n) —ln\g —n|=at+C.

Under antagandet 0 < ng < § maste det fér sma tider gilla att 0 < n(t) < § vilket ger
a ~
In(n) — ln(g —n)=at+C,

eller n .
In =at+C.
D n

Hér kan man 16sa ut n (gor det!) och resultatet blir

w0 =51~ ) = 5 (0 1)

dér vii sista ledet 1it C' = €. Villkoret

n(0) = ng ger sedan C' = a/l’f_ono och L
med L = 7 fas slutligen
n(t)
L— )
n(t) = L(1-=—).

Vi ser att n(t) — L, d& t — o0,
oberoende av ng, vilket uttrycker det
faktum att ett slags jimvikt intrader.
Modellen ovan ar kidnd som den logis-
tiska lagen och infordes av en hollin- n
dare vid namn Verhulst, 1837. Man har

applicerat den har modellen pé jordens t
befolkning med ldmpliga parametervirden, och funnit gransvirdet L = ca. 10 miljarder, vilket

torde intriffa omkring 2030. Aterstar att se om detta stimmer.

Exempel

Lat oss nu betrakta en linjar férsta ordningens differentialekvation, t.ex. ekvationen
y 4+ 2y =e".

Om vi multiplicerar ekvationen med e? si fas den ekvivalenta ekvationen

e%y/ +2e% = ¢t

Produktregeln (fg)' = f'g + f¢' “baklinges” ger nu

d

Z(ety(t) = ¢

och saledes

yt) =+ C
& y(t) = et e

fér nadgon konstant C'. Den har idé’n skall vi nu utnyttja.
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En allmén 16sningsmetod for forsta ordningens linjira ODE

Vi betraktar alltsd ekvationen
Y +a(t)y = f(t), (4)

dér a och f &r givna kontinuerliga funktioner. Vi multiplicerar (4) med e4(®), dar A(t) &r en
primitiv funktion till a(¢) och far den ekvivalenta ekvationen

A0y +a(t)e Wy = A f(1).

Observera nu att

%ew = ()60 = g()eA).

Som i exemplet ovan ger produktregeln att

d
AWy 4 a(t)etty = a(eA(t)y).

Alltsé ar (4) ekvivalent med
d
dt
Men den héar ekvationen kan vi enkelt 16sa - integrering ger

(e"Wy) = AW f (1),

Aty = /eA(t)f(t)dt +C

och slutligen

u(t) = 40 / A0 (1)t +C).

A(t) kallas for integrerande faktor.

Faktorn e
Exempel
Los begynnelsevdrdesproblemet
Y +2ty =t (5)
y(0) =0

Losning: Ekvationen &r linjar, och jamforelse med den allmina formen (4) ger a(t) = 2t,

f(t) = t. Integrerande faktor blir

2
e 2tdt _ ot ’

och ekvationen (5) kan alltsé skrivas pa den ekvivalenta formen

== eto:/tet2:§et2+C
1
& t) = =

y(t) =3

Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger
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och saledes
2

1 _
y(t) = 51— )
Vi sammanfattar resultaten i detta avsnitt.

Sats 1. Den linjdra forsta ordningens differentialekvationen
y' +alt)y = f(t)

har den allmana losningen
) =0 ( [ A0 syat +-C),

dar A(t) ar en primitiv funktion till a(t), och C dr en godtycklig konstant.

Sats 2. Den separabla forsta ordningens differentialekvationen
9wy = f(t)
har den allmdana losningen (pé implicit form)
G(y(t)) = F(t) + C,
ddr G, F dr primitiva funktioner till g resp. f, och C' dr en godtycklig konstant.

Notera att 16sningarna innehaller en obestdmd konstant C. Detta dr typiskt for forsta ordnin-
gens ekvationer - for att 16sa dem integrerar vi en gang och da tillkommer en integrationskon-
stant. I konkreta fall bestdms konstanten genom att utnyttja ytterligare villkor p& den sokta
l6sningen, t.ex. ett begynnelsevirde y(to) = yo.

Andra ordningens differentialekvationer

Vi skall nu behandla andra ordningens linjira differentialekvationer.

Definition 4. En andra ordningens linjar ODE har formen
y' +a(t)y’ +b(t)y = f(1). (6)

Om a(t) och b(t) inte beror av t sdges ekvationen ha konstanta koefficienter. Om f(t) = 0
kallas ekvationen homogen, annars inhomogen.

Vi tanker oss hér att a,b, f ar kontinuerliga funktioner. Varfor kallas ekvationen linjar? Jo,
allmént s& séges en funktion/avbildning L med definitionsméngd Dy, vara linjir om

1) L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2) y1,y2 € Dr,
ii) L(ay) = aL(y), ye DL, aeR

Om vi nu definierar L(y) = y” + a(t)y’ + b(t)y, (dvs. som vénsterledet i (6)) sa ser vi att
L uppfyller villkoren i) och ii) ovan och séledes &r linjér. En viktig konsekvens av detta &r
foljande: om y; och yy dr tvd 1osningar till den homogena ekvationen y” + a(t)y’ + b(t)y = 0,
s& dr dven alla linjarkombinationer Cyy; + Csys 16sningar till samma ekvation. Det hér kallas
for superpositionsprincipen, och &r en mycket viktig princip.



Ordinara Differentialekvationer sid. 8 av 15

Linjira 2:a ordningens homogena ODE med konstanta koefficienter
Betrakta den homogena linjira differentialekvationen med konstanta koefficienter
Y +ay +by =0. (7)
Om vi later y(t) = e s3 far vi att
Y (t) + ay'(t) + by(t) = r2e™ + are™ + be™ = " (r? + ar + b).

Alltsa satisfierar y(t) = e ekvationen (7) om vi kan villja r si att 2 + ar + b = 0. Den hiir
ekvationen har ju som bekant tva rétter rq, 79 och alltsd &r varje funktion

y(t) = Cret + e

en 16sning till ekvationen (7).
Foljande fragor dr nu naturliga:

1. Ger det hér alla l16sningar?

2. Ténk om 71,79 komplexa? Vad #r da ™! och giller det att %e”t =remt?

Med anledning hirav introducerar vi den komplexa exponentialfunktionen.

Definition 5. Om z =a +i6 € C sd dr

e® = e“(cos(B) + isin(f)).

Vi behover ocksé kunna derivera komplexvirda funktioner, och gor dérfor foljande (naturliga)
definition.

Definition 6. Antag att g(t) = u(t)+iv(t) dir u och v @r reellvirda funktioner som dessutom
ar deriverbara. Dd dr

g (t) =u'(t) +iv'(t).

Antag nu att r = a + i € C. Definitionerna ger direkt

d . B i ot ..
et = e (cos(fBt) + isin(f5t))

= ae™(cos(Bt) +isin(Bt)) + e (—Bsin(Bt) + i3 cos(5t))
= (a+if)e* (cos(ft) 4 isin(Bt))

= re™.

Fraga 2. ovan har alltsa fatt ett svar. Hur &r det med fraga 1: har alla losningar till (7) formen
y(t) = Cre"t + Coe™t 7 Tyvirr sd dr det inte fullt si enkelt. Det visar sig nimligen att fallet
r1 = ro utgdr ett undantag - dock det enda. Helt klart &r i alla fall att ekvationen r2+ar-+b =0
spelar en avgorande roll fér 16sningarnas utseende.

Definition 7. Med den karakteristiska ekvationen till den homogena differentialekvationen
y" + ay’ + by = 0 menar vi ekvationen

r?+ar+b=0.

Vi rdtar nu ut det sista fragetecknet och sammanfattar i en sats.
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Sats 3. Ldt a,b € R och betrakta den homogena differentialekvationen
Y +ay +by =0. (8)
Antag att r1 och ro dr rotterna till den karakteristiska ekvationen
2+ ar+b=0.
Da galler
i) Om ri,m9 € R och 11 # ro sd kan varje losning till (8) skrivas
y(t) = Cre™t + Cye™,
ddr Cy och Cy dr godtyckliga konstanter.
it) Om r1 = ro sd kan varje losning till (8) skrivas
y(t) = (C1 + Cat)e™,
ddar Cy och Cs dr godtyckliga konstanter.
i) Omry = a+if3, ro = o —if, ddar B # 0 sd kan varje losning till (8) skrivas
y(t) = e (C cos(Bt) + Cysin(Bt)),
ddar Cy och Cs dr godtyckliga konstanter.

Bevis. Genom att sdtta in uttrycken for y(t) i ekvationen (8) verifieras direkt att de &r 1os-
ningar. Svarigheten ligger i att visa att alla 16sningar har formen 3), i) eller 43i). Antag darfor
att y(t) ar en 16sning till (8). Definiera sedan en funktion g(¢) genom sambandet

g(t)e™" = y(t).
D3 ar
y = (¢ +r19)e™", och v = (¢" + 2r1g' + rig)e™".
Eftersom y satisfierar (8) foljer det att

0=y " +ay +b= (g” +(2ry +a)g + (r% +ary + b)g) et (9)

Nu #ér 72 + ary +b = 0, och a = —(ry + ) s& att 2r; +a = r; — r2 och ekvationen (9) &r
ekvivalent med

g+ (r1—mr)g = 0.
Med h = ¢’ far vi ekvationen

4+ (7“1 — Tg)h =0,

som &r en forsta ordningens linjir ODE, med integrerande faktor e("1—"2)t Fgljaktligen har
den l6sningarna

J(t) = h(t) = Kye 2,
Integration ger

r1—r2

(t) = Ky — i e_(Tl_TQ)t, om ry # ro
g\ = Ko + Kqt, om r| = ro.

Hir dr K7 och K godtyckliga komplexa tal. Sambandet y(t) = e"!g(t) ger nu

y(t) = Cre"t + Cae™!,  om ry # 1y
Cre™t + Cote™t, om 71 = 79.
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hir ir C) = Ky, Cy = ——£2_ { det forsta fallet, och C7 = K5, Co = K7 i det andra fallet.

r1—"T
Hur som helst ar C och 012 gQOdtyckliga, och om de viljs reella s& far vi 16sningsfallen i) och

i1). For att visa #i1) observerar vi att om 7 = o + i3 och 79 = a — i3 s &r

et = ™ (cos(Bt) +isin(pt))
et = e™(cos(Bt) —isin(pt)).
Féljaktligen dr
y(t) = Cret + Cye

((Cy + Cy) cos(Bt) 4+ i(Cy — Cy) sin(Bt))
Ay cos(Bt) + Agsin(3t)),

dar A; = C1 4+ Cy och Ay = i(Cy — C3). Om vi endast dr intreserade av reellvirda losningar
véljer vi har Ay och Aj reella. O

= €
&

Exempel
Finn den allména lésningen till y” + 4y’ + 4y = 0.

Losning: Den karakteristiska ekvationen ar
r? 4+ 4r4+4 =0,
som har rotterna r; = ro = —2. Enligt Sats (3) har d& ekvationen den allména lésningen
y(t) = (C1 + Ost)e
dar Cy och Cy ar godtyckliga konstanter.

Exempel
Finn den allména losningen till 3" + 4y’ + 5y = 0.

Losning: Den karakteristiska ekvationen ar
r2 4+ 4r +5=0,

som har rétterna r; = —2 44, 7o = —2 — ¢. Enligt Sats (3) har d& ekvationen den allména
16sningen
y(t) = e 2(C cos(t) 4+ Cysin(t)),

ddr C och Cy dr godtyckliga konstanter.

Exempel

Betrakta en pendel bestdende av en punktformad massa

m fést i en viktlos stdng med langden [. Lat 6(t) vara ut-

slagsvinkeln fran pendelns jamviktslédge vid tiden ¢, med

moturs som den positiva riktningen. Massan m paverkas 0

dels av tyngdkraften och dels av dragkraften fran stan- |
gen. Resultanten av dessa krafter dr riktade vinkelrdt mot

stangen, och ger upphov till pendelrérelsen.
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Massan har vid tiden ¢ hastigheten 16'(t) och accelerationen 16”(t). Newtons andra lag ger
dérfor sambandet
mlf” = —mgsin(0),

eller, med a = 4 >0
0" + asin(f) = 0.

Ekvationen som beskriver pendelrdrelsen &r siledes en andra ordningens icke-linjar differen-
tialekvation. Om vi forutsitter att pendelns svangningar ér smé, (dvs. vi betraktar sma ut-
slasvinklar ) s& kan man anvénda approximationen sin() =~ 6, och skriva pendelekvationen
som

0 +ab =0, (10)

vilket dr en andraordningens linjdr differentialekvation som vi kan 16sa: den karakteristiska
ekvationen dr r?2 + a = 0 som har rétterna r; = i\/a, ro = —iy/a, (kom ihag att a > 0). Den
allména 16sningen till (10) blir dérfor

0(t) = Cysin(v/at) + Cy cos(v/at).

Konstanterna C7 och Cs blir entydigt bestdmda om vi specificerar ett begynnelsevillkor av

typen
{ 0(0)=p
0'(0) = ¢

Allmént kan man 14tt visa att begynnelsevirdesproblemet

{ ' +ay +by =0
y(0)=p y(0)=q

har en entydig 16sning. Beviset bestar av att skriva upp den allména 16sningen till den ho-
mogena ekvationen 3" +ay’ +b = 0, och sedan utnyttja begynnelsevillkoren for att bestimma
konstanterna C7 och Cy. Lasaren uppmanas att skriva ned detaljerna.

Inhomogena ekvationer med konstanta koefficienter

Tack vare Sats 3 har vi fullstdndig kontroll 6ver 16sningarna till den homogena ekvationen
y" +ay +by =0,
dér a,b € R. Nu skall vi beskriva losningarna till motsvarande inhomogena ekvation.

Sats 4. Betrakta ekvationen
y' +ay + by = f(1). (11)

Antag att y, dr en losning till (11), (en s.k. partikuldrlosning), och ldt yy, vara den allmdna
losningen till motsvarande homogena ekvation

y" +ay + by =0.
Dé ges den allmdna losningen till (11) av y(t) = yp(t) + yn(t).
Bevis. Antag att y(t) &r en losning till (11), och sétt z(t) = y(t) — yp(t). D4 géller att

' ta +b = Yy +ay +b—(y, +ay, +0b)

= fO) - f@)
= 0.
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Alltsd &r z en 16sning till den homogena ekvationen, vilket vi skulle visa.
Omviént &r det klart att att y(t) = yp(t) + yp(t) &r en 16sning till (11). O

For att finna den allména 16sningen till (11) récker det alltsa att finna en l6sning y,. Varje
annan losning y f3s sedan med Sats 3 och Sats 4 som y = y, + yp, dér y; ér den allména
16sningen till den motsvarande homogena ekvationen. Hur finner man d& partikularlésningar?
Det gar att skriva upp en formel for ett allmint hogerled f(¢) (med hjélp av en s.k. funda-
mentallosning), men vi avstar fran det. Istéllet behandlar vi ett par specialfall:

1. o' +ay + by = p(t), dir p(t) ar ett polynom av grad n.
o b+£0: Ansitt y,(t) = Ko+ Kit + - - + K,t".
e b=0,a #0: Ansidtt y,(t) = t(Ko + Kit + - - + K,t").
e b=0,a =0: Integrera tva ganger eller ansétt y,(t) = t>(Ko + Kit + - - + K,t").

2.y + ay + by = p(t)ekt, dir p(t) &r ett polynom av grad n.
Ansitt y,(t) = z(t)e*. Efter inséttning i ekvationen far man 2” + ¢z’ + dz = p(t), och
da dr man tillbaka i det forsta fallet.

3. ¥ + ay’ + by = cos(ft) eller y' + ay’ + by = sin(Bt), 5 # 0.
Satt ro = Zﬂ :

e 72 +arg+b+#0: Ansitt y,(t) = K; cos(8t) + Ko sin(Bt).
e 72 +arg+b=0: Ansitt y,(t) = t(K; cos(Bt) + Kasin(3t)).

Exempel
Bestdm den allména l6sningen till y” +¢' +y = t.

Losning: Motsvarande homogena ekvation ar y” + 3y’ + y = 0 som har den karateristiska

s

ekvationen 72 +r+1 = 0. Hir finner vi rétterna rio = —% + 273 varfor den allména 16sningen
till den homogena ekvationen blir

yp(t) = e_%t(C’l cos(?) + Oy sin(?)).

Fér att finna en partikulérlosning y, si ansitter vi (enligt fall 1 ovan) y,(t) = Ko + Kit.
Inséttning i den ursprungliga ekvationen ger

V' +y +y=0+K; + (Ko+ Kit) = Kit + Ko + K1 = t.
For att y, skall vara en partikulérlésning maste vi allts& kréva att
K =1
Ko+ K1 =0,
vilket ger Ko = —1, K; = 1. Alltsd har vi funnit partikularlésningen y,(t) = ¢t — 1 och den
allména l6sningen till ekvationen dr enligt Sats 4

y(t) = yn(t) +yp(t) = e_%t((]l cos(?) + Cy sin(?)) +t—1.

Exempel
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Bestim den allména l6sningen till y” — 5y’ + 6y = (2t + 1)e?.

Losning: Den karakteristiska ekvationen blir hér 72 — 57 + 6 = 0, som har rotterna r = 2,
ro = 3. Den allména losningen till den homogena ekvationen y” — 5y’ + 6y blir darfor

yn(t) = Cre” + Cae™.

Fér att finna en partikulérlésning y, later vi y,(t) = z(t)e?, enligt fall 2 ovan. D4 ir Yy =

(2/ +2z)e*, yy = (2" + 42’ + 42)e*" och insiittning i ekvationen ger
Yy, — 5y, + 6y, = (2" — 2e?t = (2t + 1)e?.
Alltsd &r y, en partikuldrlésning om 2z satisfierar ekvationen
2= =2+ 1. (12)
Vi ansitter dirfor z(t) = t(Ko + Kit) = Kot + K;t2. Insittning i (12) ger
2 — 2 =2K, — Ko — 2Kt =2t + 1,

varav 2K — Ko = 2, —2K; = 2,dvs. Ko = —3, K1 = —1. Alltsd ér 2(t) = t(—=3—t) = —(3t+t?)
och det foljer att
yp(t) = 2(t)e* = —(3t + t*)e*

ar en partikuldrlosning till den ursprungliga ekvationen. Slutligen kan vi skriva upp den allmi-
na losningen:
y(t) = yn(t) + yp(t) = Cre® 4+ Coe® — (3t + %)

Exempel
Finn en partikulérlsning till y” + y = cos(t).

Losning: Eftersom ry = 4 #r en rot till den karakteristiska ekvationen 72 + 1 = 0 ansiitter vi
yp(t) = t(Kq cos(t) + Ko sin(t)). Foljaktligen,

y,(t) = Kjcos(t) + Kysin(t) 4 t(— Ky sin(t) 4+ Ko cos(t))
y,(t) = — 2Kpsin(t) + 2K cos(t) + t(—K; cos(t) — Ky sin(t)),

och ekvationen ger
Yy +yp = —2K sin(t) + 2K cos(t) = cos(t).

Vi véljer d& Ky =0, Ky = 1/2 och far

yp(t) = %t sin(t).
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