Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Riemannsummor

RIEMANNSUMMOR
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L&t f(x) vara en begransad funktion, a, b reella tal och a < b.

Den bestamda integralen f: f (%) dx definieras med hjélp av Riemannsummor

n
Sn = Z fler)(x — x3_1) ddr c dr en godtyckligt valt punkt i intervallet [x,_q,xi];
k=1

b n
fa fx)dx = maxlxz{i—r?k-ll—)o (; fer) (X = xk—l))-

Om funktionen f (x) har en elementar primitivfunktion F(x) da ar insattningsformeln (Newton-
Leibniz formel)

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

a

enklast sétt att berékna integralen.

Om funktionen f (x) saknar elementar primitiv funktion da kan vi approximera f;f(x) dx med hjélp
av Riemannsummor.

Vi anvander Riemannsummor bl a for att

1. approximera integralen f;f(x) dx

2. hérleda grundegenskaper for bestdmda integraler

3. hérleda formler som inkluderar bestdmda integraler (t ex berdkning av areor, volymer och
baglangder)

4. berdkna summor
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For att forenkla berdkning i sambad med Riemannsummor anvénder vi ofta indelningsintervaller med
samma langd h. ( Anmarkning: vi kan dela intervall &ven i t ex 2n eller 3n .. delar om det forenklar
berdkning)

Om vi delar i n delintervall da ar h = b_Ta och x; = a + kh.

D& ar h — 0 ekvivalent med n — oo.

Motsvarande Riemannsumma blir d&
Sn = h[f(c1) + f(cz) .+ fcn)] (%)

och

b
f f(x)dx = ’lli_r)r(l) S, = lim §,.

—00
a n

Vi kan aven vélja en punkt c; pa ett enkelt satt: Enligt definitionen, i varje intervall [x;_4, x; ] valjer
vi fritt en punkt ¢, och beréknar funktionens vérde f(c,) i denna punkt. D&rfor kan vi &ven vélja
for ¢, en av andpunkterna x;,_; eller x;. Darmed blir f(c,) lika med y,_; eller y,.
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A) Om vi t ex valjer ¢, = x;, da summan blir &nu enklare

Su=hly, +y2 .+ ¥nl (%)

(Lagg marke till att y, finns inte i summan (**) )

B) Omvi tex valjer ¢, = x,_; dvs ¢; = xg, ..., ¢y, = X1 far vi summan

Sy =hlyo+y, + -+ ynl (%)
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(Lagg marke till att y finns inte i summan (***) )

SH+SV _
=
numerisk approximation av integralen :

Anmarkning: Medelvardet %[y0 + 2y, + 2y, ..+ 2y,_1 + y»] Kan ocksé anvéndas for

b
h
f f(x)dx = > Vo + 2y, + 2y, ...+ 2yn_1 + Y] [trapetsregeln]
a

BERAKNING AV GRANSVARDEN MED HJALP AV RIEMANNSUMMOR

Nagra gransvarden av typ

kan berdknas med hjalp av bestdmda integraler om uttrycket kan skrivas som en
Riemannsumma

S, = h[f(cy) + F(2) ot F(Cn)] dar h="% ochx; =a+kh.

D4 ar

t b
Jim (Z g(n)) = Jim() = | fG0dx

k=1
Exempel 1.
Berékna
lim(1 + ! + ! + ! )
nso\n+1 n+2 n+3 n+n
Ldsning:

Vi kan skriva om

1 1 1
S =< + + +o )
" \n+1 n+2 n+3 n+n

_1( 1 4 1 4 1 P 1 )
"na\l+1/n 1+4+2/n 1+3/n 1+n/n/)’

Nu kan S,, uppfattas som en Riemannsumma ).7_; f(cx)(x; — xx_,) for integralen f: f(x) dx

med
a=0b=1,
h=(Mb—-a)/n=1/n, h — 0 ar ekvivalent med n — oco.

Xy =a+kh=k/n,



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Riemannsummor

. =xp=k/n
och f(x) =1/(x+1)

Darfor

. Tl 1
lim S, —J; ) dx = ln(1+x)|0 =In2 —Inl = In2

n-oco
Svar. In2

Anmaérkning: Samma summa S, kan uppfattas som Riemannsumma for integralen ffi dx med
a=1b=2 h=0b-a)/n=1/n,

Xy=a+kh=1+k/n, c=x

och f(x) =1/x.

Darfor
2 1 2
lim S, = f —dx = In(x)|; = n2 — In1 = n2.
n-oo 1 X 1
Exempel 2.
Berdkna
1y 0w . 2w . 3m . nm
a) lim —(sm—+sm—+sm—+~-+sm—>
n-oon n n n n
1 1 2 3 n
b) lim—| |[1+=+4 [1+—4 [1+—+ -+ [14+—
n-on n n n n
li ( L I )
2 noe \nZ 4+ 12 n2+22 n2+32  nZ+n?
n
. n—k
d) (modeltentamen 3) lim
=
Ldsning:
a) Summan
1 ., T , 2T , 3m ., Nnm
Sp == (sm— +sin—+sin—+ -+ sm—)
n n n n n

kan uppfattas som en Riemannsumma Y.}_; f(c,)(xx — xx_,) for integralen f; f(x)dx
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h=MB-a)/n=1/n,
xxy=a+kh=k/n,
cr=xr=k/n

och f(x) = sin(mx)

Darfor
! —cos(mx —cos(m —cos(0 2
1im5n=jsin(nx)dx=#1= ()_ ()=_
n—->oo 0 T 0 T - T
Svara) =
b) Summan

Sn=%<\/1+%+\/1+§+\/1+%+---+ /1+%>

kan uppfattas som en Riemannsumma Y.}_; f(c,)(x; — xx_,) for integralen f; f(x)dx
med

a=0b=1 h=0b-a)/n=1/n,

xy=a+kh=k/n, c,=x, =k/n

och f(x) =vV1+x

Darfor

(A+x)°21 _2°2 L 2y
3/2 |0 3/2 3/2 3

n—oo

1

lim S, :f V1+xdx =
0

Svar b) 3(23/2 -1)

¢) Vi kan skriva om

1 1 1 1 _ 1
sttt ) (e )

11 1 1 1
= £(1 Tame tiremeE tirame T Ut (n/n)2>

Nu kan S,, uppfattas som en Riemannsumma )7_; f(c,)(x; — xx_,) for integralen f; f(x)dx
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Riemannsummor

h=(Mb-a)/n=1/n,

xxy=a+kh=k/n,

cr=xr=k/n

1
1+x2

och f(x) =

Darfor

n-—-oo

Svar c) %

d) Summan

med

o1
limsS, = | —
o6 on J;1+x2

T
dx = arctanxl(l) = arctanl - arctan0 = - 0=

h=MB-a)/n=1/n,

Xy =a+kh=k/n,

cr=x,=k/n
och f(x) =1—x

Darfor

n—-oo

Svar d) %

. ! x? 1 1
llmSn=J;(1—x)dx=(x—7) 0:E

T
4
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UPPSKATNING AV INTEGRALER MED HJALP AV TVA RIEMANNSUMMOR

Om vi betraktar en funktion f(x) som &r kontinuerlig i intervallet [a, b] da antar funktionen sitt
minsta varde m,, och sin storsta varde M, i varje sluten intervall [xj_, x;]. Darfor kan vi
approximera integralen med bade en “undersumma”

n
Smin = 2 My (X — Xk—1)
k=1

och en ”6versumma”

n
Smax = Z My (X — Xge—1)-
k=1
Med andra ord: Vi kan approximera integralen fran bada sidor
b
Smin < fa f(x) dx < Smax
Om f(x) & monoton ( véxande eller avtagande) da antar funktionen sina storsta och minsta vérden i

[xr—1, xx] 1 intervallets &ndpunkter.

i) Om f(x) é&rvéaxande i[a, b] och h=(b-a)/n da i
My = Yx—1 0ch My = yy s |
Smin = Sv = h[yo +y1+"'+Yn—1]f 4] : : :
R IR S Y B
Smax = Sy = h[y; + ¥2 .+ ¥], och | | | |
| | | -
b T T T T Lal
a x _ 5, h
SVSff(x)deSH k—1
a
ii) Om f(x) ar avtagande i[a, b] och h=(b-a)/n da &
f[x:.

M) = yr_qoch my =y {\'\M

Smax = Sv = h[yo ty, +-t Yn-1l,

Smin = Su = h[y1 tYy ...t Yn]f och | |

b
SHSf fx)dx < Sy
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Exempel 3. ( Modeltentamen 1, uppgift 9)

Visa att

n-1 n
Zlnk <nlhn-n +1<Zlnk
k=1 k=2

Tips: Betrakta integralen: flt Inx dx.

LOosning:

Forst berdknar vi integralen fln Inxdx.

f Inx dx = [partiell integration] = xInx — f ldx =xlnx —x

Harav
n
J;Inxdx=nlnn-n+1
Funktionen y = f(x) = Inx &r positiv och vdxande.

Talet fln In x dx ar lika med arean mellan grafen av f(x) och x-axeln fér 1 < x < n.

n
A1=j Inxdx=nlhn-n+1
1

Vi delar intervallet [1,n] i (n-1) delintervall av med delningspunkterna 1,2,3,...,n.

Varje delintervall har langden 1.

Lo S T W)
b
%
= —_ ]
v
%
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Arean A; approximerar vi med underarean A, och 6verarean As.
Da galler

A< Al <A;
Forst berdaknar vi underarean A, (=summan ar sammanlagda arean av de rektanglarna som

ligger under grafen )
n—-1

A, = Zf(k)-lz1-1n1+1-ln2+---1-ln(n—1)
k=1
Pa samma satt beraknar vi As
A;=1-In2+1-In3+--1-Inn
Nu har vi
A AL <A =
Inl+In2+-+In(n—-1)<nlhn-n+1 <1:-In2+1-In3+--1-Inn

V.S.B.

BERAKNING AV [’ f(x)dx MED HJALP AV

INTEGRALENS DEFINITION OCH RIEMANNSUMMOR

Exempel 4. Visa med hjalp av Riemannsummor och integralens definition

(alltsa utan anvandning av isdttnings formel) att

[froc-
xax =—.
0 2
_ n(n+1)

( Tips: Du kan anvanda féljande formel for aritmetiska summan 1+ 2+ -+ n = T)

Losning: Vi delar intervallet [a,b]=[0,1] i n delintervall med samma langd

_@1-0 1

h —
n n
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Alltsa har vi féljande indelning
D: a=0=x<x1 <x; << Xp_1 <%, <<x,=1=0b

I Tr I I

=% 1 Xa kel k “nl

Déarfor
x1=a+h=0+h

Xy, =a+2h =0+ 2h

Xy =a+(k—1Dh=0+(k—1)h

Xy =a+kh=0+kh

X, =a+nh=0+nh

Vi betraktar Riemannsumman

Sn= )" Fe) (x5 = K1)
k=1

for funktionen f(x)=x och viljer ¢, = x;, = kh. Darfor f(c;) = ¢ = hk.

Vi har:
(13gg marke till att xp — Xy = h)

Sn—Zf(ck)(xk—xk 1)_Zkhh hzzk_in(nﬂ) n2+n1

Eftersom h — 0 &rekvivalent med n — oo har vi

flddefl sn) = 1 (n+1)—1 V.S.B
Oxx 1m(n)—nl_r)1010 ) =3

10
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Exempel 5. KS 2, feb 2010, uppgift 3. Visa med hjilp av Riemannsummor och integralens definition

(alltsa utan anvandning av isattnings formel) att
5
f e*dx = e% —e3,
3

Losning: Vi delar intervallet [a,b]=[3,5] i n delintervall med samma langd

(5-3) 2

h= =
n n

Alltsa har vi féljande indelning

D: a=3=x<x1<x; << Xp_1 <%, < <x,=5=0b

n=xu '\] '-2 ‘\k.l “k n-l

Déarfor
x1=a+h=3+4+h

Xy =a+2h=3+2h

Xy =a+ (k—Dh=3+(k—1)h

Xy =a+kh=3+kh

X, =a+nh=3+nh

Vi betraktar Riemannsumman
n
Sn= " £(6) (o = %)
k=1

for funktionen e*och viljer ¢, = x,_1 = 3 + (k — 1)h.

Vi har:
(1agg marke till att xp — Xy = h)

11



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Riemannsummor

n n

n n
Sn = Z FleR) (X — xpqp) = 2 ek «h = hz e3t(k—Dh — pe3 Z ek—Dh
k=1 k=1

k=1 k=1
n
= he3 z(eh)k_l = he3[(e")’ + (") + (")’ + -+ (") ]
k=1
Vi anvander formeln for geometrisk summa och far

(eh)n -1 h n
Sn = he3ﬁ = €3m[(eh) - 1]

Eftersom

5
f eXdx & lim (Sn)
3

max|xg—xg—1|—0
berdknar vi gransvardet av Sn da h gar mot O ( eller ekvivalent, dd n gdr mot o= ) :

i) Vi vet att % - 1ddh — 0 (standardgriansvarde eller I'Hospitals regel)
ii) (eh)n -1= (ez/")n —1=e2

Harav

Sn = e3ehh_1[(eh)n— 1] —e3.1-[e?=1]=e>—e3 V.S.B.

12



