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RIEMANNSUMMOR  

 

Låt ݂ሺݔሻ vara en begränsad funktion, ܽ, ܾ reella tal och  ܽ ൑ ܾ. 

Den bestämda integralen  ׬ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕
௔  definieras med hjälp av Riemannsummor 

  

ܵ݊ ൌ ෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ ,௞ିଵݔሾ  ݐ݈݈݁ܽݒݎ݁ݐ݊݅ ݅ ݐ݇݊ݑ݌  ݐ݈ܽݒ ݐ݈݃݅݇ܿݕݐ݀݋݃ ݊݁ ݎ௞ äܿ   ݎ௞ିଵሻ  ݀äݔ  ; ௞ሿݔ

න ݂ሺݔሻ ݀ݔ
௕

௔
؝        lim

௠௔௫|௫ೖି௫ೖషభ|՜଴
൭෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ

௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ  .௞ିଵሻ൱ݔ

Om funktionen ݂ሺݔሻ har en elementär primitivfunktion ܨሺݔሻ då är insättningsformeln (Newton-
Leibniz formel) 

න ݂ሺݔሻ ݀ݔ
௕

௔
ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

enklast sätt att beräkna integralen. 
Om funktionen ݂ሺݔሻ saknar elementär primitiv funktion då kan vi approximera ׬ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔  med hjälp 
av Riemannsummor. 

Vi använder Riemannsummor bl  a för att 

1. approximera integralen ׬ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕
௔  

2. härleda grundegenskaper för bestämda integraler 

3. härleda formler som inkluderar bestämda integraler (t ex beräkning av  areor, volymer och 
båglängder)   

4.  beräkna summor 
……. 
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-------------------------------------------------------------------------- 

För att förenkla beräkning i sambad med Riemannsummor  använder vi ofta  indelningsintervaller med 
samma längd  h. ( Anmärkning: vi kan dela intervall även i t ex 2n eller  3n ..  delar om det förenklar 
beräkning)  

Om vi delar i n delintervall då är ݄ ൌ ௕ି௔
௡

 och ݔ௞ ൌ ܽ ൅ ݄݇. 

Då är  ݄ ՜ 0 ekvivalent med  ݊ ՜ ∞. 

Motsvarande Riemannsumma blir då  

ܵ௡ ൌ ݄ሾ݂ሺܿଵ ሻ ൅ ݂ሺܿଶ ሻ … ൅ ݂ሺܿ௡ ሻሿ             ሺ כሻ 

och  

න ݂ሺݔሻ ݀ݔ
௕

௔
ൌ lim

௛՜଴
ܵ௡ ൌ lim

௡՜ஶ
ܵ௡. 

Vi kan även välja en punkt  ܿ௞ på ett enkelt sätt:  Enligt definitionen, i varje intervall ሾݔ௞ିଵ,  ௞ሿ väljerݔ
vi fritt  en punkt  ܿ௞  och beräknar funktionens värde  ݂ሺܿ௞ ሻ i denna punkt.  Därför kan vi även välja 
för  ܿ௞  en av ändpunkterna ݔ௞ିଵ    eller  ݔ௞  . Därmed blir  ݂ሺܿ௞ ሻ lika med ݕ௞ିଵ  eller  ݕ௞  . 

 

A) Om vi t ex väljer ܿ௞ ൌ   ௞  då summan blir ännu enklareݔ

 

ܵு ൌ ݄ሾݕ ଵ ൅ … ଶݕ ൅  ሻככ ௡ ሿ             ሺݕ

( Lägg märke till att ݕ ଴ finns inte i summan (**) ) 

 

B) Om vi t ex väljer ܿ௞ ൌ ௞ିଵ   dvs   ܿଵ ൌݔ ,଴ݔ … . , ܿ௡ ൌ    ௡ିଵ  får vi summanݔ

 

ܵ௏ ൌ ݄ሾݕ଴  ൅ ଵ ݕ ൅ ڮ ൅  ሻכככ ௡ିଵ ሿ             ሺݕ
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( Lägg märke till att ݕ ௡ finns inte i summan (***) ) 

 

Anmärkning: Medelvärdet  ௌಹାௌೇ
ଶ

ൌ ௛
ଶ

ሾݕ଴  ൅ ଵ ݕ2 ൅ ଶ ݕ2 … ൅ ௡ିଵݕ2 ൅  ௡ሿ kan också användas förݕ
numerisk approximation av integralen : 

න ݂ሺݔሻ ݀ݔ
௕

௔
ൎ

݄
2

ሾݕ଴  ൅ ଵ ݕ2 ൅ ଶ ݕ2 … ൅ ௡ିଵݕ2 ൅  ሿ݈݊݁݃݁ݎݏݐ݁݌ܽݎݐ௡ሿ            ሾݕ

BERÄKNING AV GRÄNSVÄRDEN MED HJÄLP AV RIEMANNSUMMOR 

Några gränsvärden av typ  

lim
௡՜ஶ

൭෍ ݃ሺ݊ሻ
௡

௞ୀଵ

൱ 

kan beräknas med hjälp av bestämda integraler om  uttrycket kan skrivas  som en 
Riemannsumma   

ܵ௡ ൌ ݄ሾ݂ሺܿଵ ሻ ൅ ݂ሺܿଶ ሻ … ൅ ݂ሺܿ௡ ሻሿ            där  ݄ ൌ ௕ି௔
௡

    och ݔ௞ ൌ ܽ ൅ ݄݇.  

Då är 

 lim
௡՜ஶ

൭෍ ݃ሺ݊ሻ
௡

௞ୀଵ

൱  ൌ  lim
௡՜ஶ

ሺܵ௡ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ ݀ݔ
௕

௔
 

Exempel 1.    

Beräkna 

lim
௡՜ஶ

൬
1

݊ ൅ 1
൅

1
݊ ൅ 2

൅
1

݊ ൅ 3
൅ ڮ ൅

1
݊ ൅ ݊

൰. 

Lösning:  

Vi kan  skriva om  

ܵ௡ ൌ ൬
1

݊ ൅ 1
൅

1
݊ ൅ 2

൅
1

݊ ൅ 3
൅ ڮ ൅

1
݊ ൅ ݊

൰ 

ൌ
1
݊

൬
1

1 ൅ 1/݊
൅

1
1 ൅ 2/݊

൅
1

1 ൅ 3/݊
൅ ڮ ൅

1
1 ൅ ݊/݊

൰ . 

Nu kan ܵ௡  uppfattas som en Riemannsumma ∑ ݂ሺܿ௞ሻሺ௡
௞ୀଵ ௞ݔ െ ׬ ௞ିଵሻ  för integralenݔ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔    

med 
ܽ ൌ 0, ܾ ൌ 1,     

݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,           ݄ ՜ 0  är ekvivalent med  ݊ ՜ ∞. 

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ ݇/݊,   
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ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݇/݊  

 och   ݂ሺݔሻ  ൌ 1/ሺݔ ൅ 1ሻ   

Därför  

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න
1

ݔ ൅ 1
ݔ݀ 

ଵ

଴
ൌ ݈݊ሺ1 ൅ ሻ|1ݔ

0 ൌ ݈݊2 െ ݈݊1 ൌ ݈݊2 

Svar.    ݈݊2 

Anmärkning: Samma summa ܵ௡ kan uppfattas som  Riemannsumma  för integralen ׬ ଵ
௫

ଶݔ݀ 
ଵ  med 

ܽ ൌ 1, ܾ ൌ 2,   ݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,   

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ 1 ൅ ݇/݊ ,       ܿ௞ ൌ   ௞ݔ

 och   ݂ሺݔሻ  ൌ  .ݔ/1

Därför   

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න
1
ݔ

ݔ݀ 
ଶ

ଵ
ൌ ݈݊ሺݔሻ|2

1 ൌ ݈݊2 െ ݈݊1 ൌ ݈݊2. 

 

Exempel 2.    

Beräkna  

   ܽሻ       lim
  ௡՜ஶ

1
݊

൬݊݅ݏ
ߨ
݊

൅ ݊݅ݏ
ߨ2
݊

൅ ݊݅ݏ
ߨ3
݊

൅ ڮ ൅ ݊݅ݏ
ߨ݊
݊

൰            

 ܾሻ       lim
  ௡՜ஶ

1
݊

ቌඨ1 ൅
1
݊

൅ ඨ1 ൅
2
݊

൅ ඨ1 ൅
3
݊

൅ ڮ ൅ ට1 ൅
݊
݊

ቍ                     

ܿሻ         lim
௡՜ஶ

 ݊ ൬
1

݊ଶ ൅ 1ଶ ൅
1

݊ଶ ൅ 2ଶ ൅
1

݊ଶ ൅ 3ଶ ൅ ڮ ൅
1

݊ଶ ൅ ݊ଶ൰   

݀ሻ ሺ ݉3 ݊݁݉ܽݐ݊݁ݐ݈݁݀݋ሻ         lim
௡՜ஶ

 ෍
݊ െ ݇

݊ଶ

௡

௞ୀଵ

   

 

Lösning:  

a) Summan 

           ܵ௡ ൌ ଵ
௡

 ቀ݊݅ݏ గ
௡

൅ ݊݅ݏ ଶగ
௡

൅ ݊݅ݏ ଷగ
௡

൅ ڮ ൅ ݊݅ݏ ௡గ
௡

ቁ 

kan uppfattas  som en Riemannsumma ∑ ݂ሺܿ௞ሻሺ௡
௞ୀଵ ௞ݔ െ ׬ ௞ିଵሻ  för integralenݔ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔    
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 med      

 ܽ ൌ 0, ܾ ൌ 1,  

  ݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,  

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ ݇/݊ , 

  ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݇/݊   

och   ݂ሺݔሻ  ൌ   ሻݔߨሺ݊݅ݏ

Därför  

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න ݔ݀ ሻݔߨሺ݊݅ݏ
ଵ

଴
ൌ

െܿݏ݋ሺݔߨሻ
ߨ

ฬ 1
0 ൌ

െܿݏ݋ሺߨሻ
ߨ

 െ
െܿݏ݋ሺ0ሻ

ߨ
ൌ

2
ߨ

 

Svar a)    ଶ
గ
  

b) Summan 

           ܵ௡ ൌ ଵ
௡

ቆට1 ൅ ଵ
௡

൅ ට1 ൅ ଶ
௡

൅ ට1 ൅ ଷ
௡

൅ ڮ ൅ ට1 ൅ ௡
௡

ቇ 

kan uppfattas  som en Riemannsumma ∑ ݂ሺܿ௞ሻሺ௡
௞ୀଵ ௞ݔ െ ׬ ௞ିଵሻ  för integralenݔ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔    

 med      

 ܽ ൌ 0, ܾ ൌ 1,   ݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,  

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ ݇/݊ ,  ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݇/݊   

och   ݂ሺݔሻ  ൌ √1 ൅   ݔ

Därför  

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න √1 ൅ ݔ݀ݔ
ଵ

଴
ൌ

ሺ1 ൅ ሻଷ/ଶݔ

3/2
ቤ 1

0 ൌ
2ଷ/ଶ

3/2
 െ

1
3/2

ൌ
2
3

ሺ2ଷ/ଶ െ 1ሻ 

Svar b)   ଶ
ଷ

ሺ2ଷ/ଶ െ 1ሻ 

 

c) Vi kan  skriva om  

ܵ௡ ൌ ݊ ൬
1

݊ଶ ൅ 1ଶ ൅
1

݊ଶ ൅ 2ଶ ൅
1

݊ଶ ൅ 3ଶ ൅ ڮ ൅
1

݊ଶ ൅ ݊ଶ൰     ሺ ݐݑ ݎ݁ݐݕݎܾ ݅ݒ 
1

݊ଶሻ 

  

ൌ
1
݊

൬
1

1 ൅ ሺ1/݊ሻଶ ൅
1

1 ൅ ሺ2/݊ሻଶ ൅
1

1 ൅ ሺ3/݊ሻଶ ൅ ڮ ൅
1

1 ൅ ሺ݊/݊ሻଶ൰ 

Nu kan ܵ௡ uppfattas  som en Riemannsumma ∑ ݂ሺܿ௞ሻሺ௡
௞ୀଵ ௞ݔ െ ׬ ௞ିଵሻ  för integralenݔ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔    
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 med      

 ܽ ൌ 0,    ܾ ൌ 1,   

 ݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,   

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ ݇/݊ , 

  ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݇/݊   

och   ݂ሺݔሻ  ൌ ଵ
ଵା௫మ  

Därför  

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න
1

1 ൅ ଶݔ ݔ݀
ଵ

଴
ൌ 1|ݔ݊ܽݐܿݎܽ

0 ൌ – 1݊ܽݐܿݎܽ ൌ 0݊ܽݐܿݎܽ
ߨ
4

െ 0 ൌ
ߨ
4

 

Svar c)   గ
ସ
 

 

d) Summan  

          

ܵ௡ ൌ ෍
݊ െ ݇

݊ଶ

௡

௞ୀଵ

ൌ ෍ ൬
1
݊

െ
݇

݊ଶ൰
௡

௞ୀଵ

ൌ
1
݊

෍ ൬1 െ
݇
݊

൰
௡

௞ୀଵ

 

  

kan uppfattas  som en Riemannsumma ∑ ݂ሺܿ௞ሻሺ௡
௞ୀଵ ௞ݔ െ ׬ ௞ିଵሻ  för integralenݔ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕

௔    

 med      

 ܽ ൌ 0, ܾ ൌ 1,  

  ݄ ൌ ሺܾ െ ܽሻ/݊ ൌ 1/݊ ,      

௞ݔ   ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ ݇/݊ , 

  ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݇/݊   

och   ݂ሺݔሻ  ൌ 1 െ   ݔ

Därför  

lim
௡՜ஶ

ܵ௡ ൌ න ሺ1 െ ݔ݀ ሻݔ
ଵ

଴
ൌ ሺݔ െ

ଶݔ

2
ሻቤ 1

0 ൌ
1
2

 

Svar d)   ଵ
ଶ
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i) Om ݂ሺݔሻ  är växande  i [a, b]  och h=(b-a)/n då 

݉௞ ൌ ௞ܯ   ௞ିଵ ochݕ ൌ ௞ݕ                             

ܵ௠௜௡ ൌ ܵ௏ ൌ ݄ሾݕ଴  ൅ ଵ ݕ ൅ ڮ ൅  , ௡ିଵ ሿݕ

ܵ௠௔௫ ൌ ܵு ൌ ݄ሾݕ ଵ ൅ … ଶݕ ൅    ௡ ሿ, ochݕ

ܵ௏ ൑ න ݂ሺݔሻ ݔ݀
௕

௔
൑ ܵு 

ii) Om ݂ሺݔሻ  är avtagande  i [a, b]  och h=(b-a)/n då  

௞ܯ ൌ ௞ିଵ och   ݉௞ݕ ൌ ௞ݕ                             

ܵ௠௔௫ ൌ ܵ௏ ൌ ݄ሾݕ଴  ൅ ଵ ݕ ൅ ڮ ൅  , ௡ିଵ ሿݕ

ܵ௠௜௡ ൌ ܵு ൌ ݄ሾݕ ଵ ൅ … ଶݕ ൅    ௡ ሿ, ochݕ

ܵு ൑ න ݂ሺݔሻ ݔ݀
௕

௔
൑ ܵ௏ 

UPPSKATNING AV INTEGRALER MED HJÄLP AV  TVÅ RIEMANNSUMMOR 

Om vi betraktar en funktion ݂ሺݔሻ som är kontinuerlig i intervallet ሾܽ, ܾሿ  då antar  funktionen sitt 
minsta värde ݉௞ och sin största värde ܯ௞ i varje sluten intervall ሾݔ௞ିଵ,  ௞ሿ.  Därför  kan viݔ
approximera integralen med  både en ”undersumma”    

ܵ௠௜௡ ൌ ෍ ݉௞ሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ  ௞ିଵሻݔ

 och  en ”översumma”   

ܵ௠௔௫ ൌ ෍ ௞ሺܯ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ  .௞ିଵሻݔ

Med andra ord: Vi kan approximera integralen från båda sidor 

                                      ܵ௠௜௡ ൑ ׬ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕
௔ ൑ ܵ௠௔௫  

Om f(x) är monoton  ( växande eller avtagande) då antar funktionen sina största och minsta värden i  

ሾݔ௞ିଵ,  .௞ሿ i intervallets ändpunkterݔ
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Exempel 3. ( Modeltentamen 1, uppgift 9)  

Visa att 

෍ ln݇ 
௡ିଵ

௞ୀଵ

  ൏ ݊ ln ݊ െ ݊ ൅ 1 ൏ ෍ ln݇ 
௡

௞ୀଶ

   

Tips: Betrakta integralen:  ׬ ln ௧ݔ
ଵ  .ݔ݀

 

Lösning:  

Först beräknar vi integralen ׬ ln ௡ݔ
ଵ  .ݔ݀

 න ln ݔ ݔ݀ ൌ ሾ݊݋݅ݐܽݎ݃݁ݐ݊݅ ݈݈݁݅ݐݎܽ݌ሿ  ൌ ݔ ln ݔ െ න ݔ1݀  ൌ x ln ݔ െ  ݔ

Härav 

׬ ln ௡ݔ
ଵ ݔ݀ ൌ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1        

Funktionen ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ln  .är positiv och växande  ݔ

Talet  ׬ ln ௡ݔ
ଵ ሻ och x‐axeln för 1ݔär lika med arean mellan grafen av ݂ሺ ݔ݀ ൑ ݔ ൑ ݊. 

 

 

 

 

Alltså  

ଵܣ ൌ න ln ݔ
௡

ଵ
ݔ݀ ൌ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1    

Vi delar intervallet ሾ1, ݊ሿ i (n‐1) delintervall av med  delningspunkterna 1,2,3,…,n. 

Varje delintervall har längden 1. 
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Arean A1 approximerar vi med underarean A2 och överarean A3.  

Då gäller 

            A2 ൏   A1   ൏ A3       
Först beräknar vi underarean A2 (=summan   är  sammanlagda arean av de rektanglarna som 
ligger under grafen ) 

ଶܣ    ൌ   ෍ ݂ሺ݇ሻ · 1 ൌ 1 · ln 1 ൅ 1 · ln 2 ൅ ڮ
௡ିଵ

௞ୀଵ

1 · ln ሺ݊ െ 1ሻ                   

På samma sätt beräknar vi A3 

ଷܣ ൌ 1 · ln 2 ൅ 1 · ln 3 ൅ ڮ 1 · ln ݊    

Nu  har vi  

A2 ൏   A1   ൏ A3  ֜       

ln 1 ൅ ln 2 ൅ ڮ ln ሺ݊ െ 1ሻ ൏ n ln ݊ െ ݊ ൅ 1   ൏  1 · ln 2 ൅ 1 · ln 3 ൅ ڮ 1 · ln ݊   

V.S.B.  

 

BERÄKNING AV   ׬ ݂ሺݔሻ ݀ݔ௕
௔     MED HJÄLP AV 

INTEGRALENS DEFINITION OCH RIEMANNSUMMOR 

 

Exempel 4. Visa med hjälp av Riemannsummor och integralens definition  

(alltså utan användning av isättnings formel) att  

න ݔ݀ ݔ
ଵ

଴
ൌ

1
2

. 

( Tips:  Du kan använda följande formel för aritmetiska summan 1 ൅ 2 ൅ ڮ ൅ ݊ ൌ ௡ሺ௡ାଵሻ
ଶ

 ) 

     

 Lösning: Vi delar intervallet [a,b]=[0,1] i  n  delintervall med samma längd   

݄ ൌ
ሺ1 െ 0ሻ

݊
ൌ

1
݊
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Alltså har vi följande indelning  

ܽ   :ܦ ൌ 0 ൌ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ڮ ൏ ௞ିଵݔ  ൏ ௞ ൏ݔ ڮ ൏ ௡ݔ ൌ 1 ൌ ܾ 

 

 

Därför  

ଵݔ ൌ ܽ ൅ ݄ ൌ 0 ൅ ݄ 

ଶݔ ൌ ܽ ൅ 2݄ ൌ 0 ൅ 2݄ 

 ڭ

௞ିଵݔ ൌ ܽ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݄ ൌ 0 ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݄ 

௞ݔ ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ 0 ൅ ݄݇ 

 ڭ

௡ݔ ൌ ܽ ൅ ݄݊ ൌ 0 ൅ ݄݊ 

Vi betraktar Riemannsumman   

ܵ݊ ൌ ෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ  ௞ିଵሻݔ

för funktionen f(x)=x och väljer ܿ௞ ൌ ௞ݔ ൌ ݄݇.  Därför   ݂ሺܿ௞ሻ ൌ ܿ௞ ൌ ݄݇. 

Vi har:                                               

 

 

ܵ݊ ൌ ෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ ௞ିଵሻݔ ൌ ෍ ݄݇ · ݄
௡

௞ୀଵ

ൌ ݄ଶ ෍ ݇
௡

௞ୀଵ

ൌ
1

݊ଶ
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2
ൌ

݊ ൅ 1
2݊

 

 

Eftersom      ݄ ՜ 0  är ekvivalent med  ݊ ՜ ∞ har vi  

න ݔ݀ ݔ
ଵ

଴
؝  lim

௡՜ஶ
ሺܵ݊ሻ ൌ lim

௡՜ஶ
൬

݊ ൅ 1
2݊

൰ ൌ
1
2

         ܸ. ܵ.  .ܤ

 

 

( lägg märke till att ݔ௞ െ ௞ିଵݔ ൌ ݄ ) 
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Exempel 5. KS 2 , feb 2010 , uppgift 3. Visa med hjälp av Riemannsummor och integralens definition  

(alltså utan användning av isättnings formel) att  

න ݁௫ ݀ݔ
ହ

ଷ
ൌ ݁ହ െ ݁ଷ. 

     Lösning: Vi delar intervallet [a,b]=[3,5] i  n  delintervall med samma längd   

݄ ൌ
ሺ5 െ 3ሻ

݊
ൌ

2
݊
 

Alltså har vi följande indelning  

ܽ   :ܦ ൌ 3 ൌ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ڮ ൏ ௞ିଵݔ  ൏ ௞ ൏ݔ ڮ ൏ ௡ݔ ൌ 5 ൌ ܾ 

 

 

Därför  

ଵݔ ൌ ܽ ൅ ݄ ൌ 3 ൅ ݄ 

ଶݔ ൌ ܽ ൅ 2݄ ൌ 3 ൅ 2݄ 

 ڭ

௞ିଵݔ ൌ ܽ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݄ ൌ 3 ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݄ 

௞ݔ ൌ ܽ ൅ ݄݇ ൌ 3 ൅ ݄݇ 

 ڭ

௡ݔ ൌ ܽ ൅ ݄݊ ൌ 3 ൅ ݄݊ 

Vi betraktar Riemannsumman   

ܵ݊ ൌ ෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ  ௞ିଵሻݔ

för funktionen ݁௫och väljer ܿ௞ ൌ ௞ିଵݔ ൌ 3 ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݄.   

Vi har:                                               

 

( lägg märke till att ݔ௞ െ ௞ିଵݔ ൌ ݄ ) 
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ܵ݊ ൌ ෍ ݂ሺܿ௞ሻሺ
௡

௞ୀଵ

௞ݔ െ ௞ିଵሻݔ ൌ ෍ ݁௖ೖ  · ݄
௡

௞ୀଵ

ൌ ݄ ෍ ݁ଷାሺ௞ିଵሻ௛ 
௡

௞ୀଵ

ൌ ݄݁ଷ ෍ ݁ሺ௞ିଵሻ௛ 
௡

௞ୀଵ

 

ൌ ݄݁ଷ ෍൫݁௛൯௞ିଵ 
௡

௞ୀଵ

ൌ ݄݁ଷ ቂ൫݁௛൯଴ ൅ ൫݁௛൯ଵ ൅ ൫݁௛൯ଶ ൅ ڮ ൅ ൫݁௛൯௡ିଵቃ 

Vi använder formeln för geometrisk summa och får  

ܵ݊ ൌ ݄݁ଷ ൫݁௛൯௡ െ 1
݁௛ െ 1

ൌ ݁ଷ ݄
݁௛ െ 1

ቂ൫݁௛൯௡ െ 1ቃ 

Eftersom  

න ݁௫ ݀ݔ
ହ

ଷ
؝  lim

௠௔௫|௫ೖି௫ೖషభ|՜଴
ሺܵ݊ሻ 

beräknar vi gränsvärdet av ܵ݊ då h går mot 0 ( eller ekvivalent, då n går mot ∞ ) : 

i) Vi vet att   
௛

௘೓ିଵ
 ՜ 1 ݀å ݄ ՜ 0   (standardgränsvärde eller l’Hospitals regel)  

ii) ൫݁௛൯௡ െ 1 ൌ ൫݁ଶ/௡൯௡ െ 1 ൌ ݁ଶ  

Härav  

ܵ݊ ൌ ݁ଷ ݄
݁௛ െ 1

ቂ൫݁௛൯௡ െ 1ቃ ՜ ݁ଷ · 1 · ሾ݁ଶ െ 1ሿ ൌ ݁ହ െ ݁ଷ   ܸ. ܵ.  .ܤ

    

 


