Dag 17. Taylors formel

Rekommenderade uppgifter

4.8.2 Bestdm Taylorpolynomet till cosx av grad 3 kring punkten z = 7/4.

Taylors formel séger att

Py(a) = f(a) + ['(@)(x — a) + & ["(@)(x — 0)* + & " (a)(x — 0)?,

dar a = w/4. Vi behover alltsa berdkna

1
m/4) =cos T = —,
f(m/4) 15
d 1
f(r/4) = priaakd —sin§ = 7
d 1
" 4) = —/— —si — _ s I
f(m/4) T sinx s cos 7
[ (m/4) = 4 _ cos —sin T — —
dx z=7/4 4 \/5
Vi far att
1
Py(e) = 5 (1 = 4m) = Jle = 4 4§ — §m)?)
Y
-y = Ps(x)
I Ly =cosx

4.8.7 Bestdam Taylorpolynomet av grad n till 2_%“ kring punkten = = 1.

For att bestdmma Taylorpolynomet av grad n kring x = 1 behéver vi bestamma
derivatorna

PO, 1, o, fO7P() och fM(1).
Med ett induktivt resonemang far vi att
—1)k k!
k) (=1)" k!
(@) PRSI
I punkten x = 1 fas speciellt
(—=1)k k!

FB) = TR

Taylorpolynomet blir

" (n)
Pa@) = 1)+ £ -1+ T @1y 0y
1 1 1 2 -" n
:g—S—Q(x—l)—F?T?)(x_l) _"'+(3n+)1 (1)

4.8.10 Anvind Taylorpolynomet av grad 2 till f(z) = y/z kring punkten z = 64 {or att
approximera +/61. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sékert innehaller
det sanna vérdet.

Taylors formel av grad 2 kring z = a lyder

1) = f(@) + ) —a) + T2 @+ T gy

dar & ligger mellan a och x. I vart fall ar

f(z)=+x och a=64.



sa vi behover forst bestamma,

f(64) = V64 =38,
fe4) = % Ve =64 - % =64 - %’
f1(64) = % % it vl 20148’
W@=$—M%%%=%?E o
Alltsa ar
VI =8+ L(z—64) — ;g (z —64)> + 165%/2@ — 64)°.

Om vi sétter = 61 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen

V61 ~ 8+ 1= (61 — 64) — 555 (61 — 64)* ~ 7,81030.
Istallet for att gora en noggrann undersokning av resttermens tecken och dess
storlek gor vi en ganska grov skattning. Vi vet att 61 < & < 64 och dérfor ar

1

1 1
3 3
16 - £5/2 (=3)

R3(61)| = < P
[£25(61)] 16 - 615/2 16 - 612 - /49

3% 56,48 -107°.
Vi kan déarfor siga att
V61 € (7,81030 — 6,48 - 107°; 7,81030 + 6,48 - 107°) ~ (7,81023; 7,81037).

Detta kan jamforas med det sanna vérdet

V61 = 7,81024967 . . .

Anm. Om termerna har alternerande tecken i Taylorserien kan man visa att felet alltid
ar mindre dn beloppet av den forst forsummade termen (se sats 9.4.15, sid 549).

4.8.12 Anvénd Taylorpolynomet av grad 2 till f(x) = arctan x kring punkten z = 1 f6r
att approximera arctan 0,97. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sédkert
innehaller det sanna vardet.

Taylors formel av grad 2 kring x = a lyder

@) = f@) + fa)a—a)+ LD a4 20 gy,

2! 3!
dar ¢ ligger mellan a och x. I vart fall med f(z) = arctanz och a =1 &r
() =m/4,
d 1
f/(l) = %arctanx - = m - = 1/2,
d 1 —2z
"1) = ——— =0 —1/2
Q) del+a2?| _, (Q+22)?]| _ /2
() = d 2z B 2(322 — 1) B 2(3¢2 1)
= dx4(1+x2)2 ot - (1—1—1‘2)3 ot - (1+€2)3'.
Alltsa ar
13¢%-1
arctanz = 7 + 3(z —1) — 3(z — 1)° +f§7(ax 1)3.

3(&241)°
Om vi sétter x = 0,97 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen

arctan 0,97 ~ 7 + 3(0,97 —

1) — i(0,97 —1)% %~ 0,77017.
I feltermen vet vi att 0,97 < £ < 1, varfor vi kan skatta feltermen till

13¢2-1 1 3.-12-1

R3(0,97)| = 20,033 < 700335247.10*6.
| 3( 3 )| (52 ) (0’972 + 1)3 ’ ~ =
Vi kan déarfor sdga att

arctan 0,97 € (0,770173 — 2,47 - 1075; 0,770173 4 2,47 - 107)
~ (0,770170; 0,770176).
Detta kan jamforas med det sanna vérdet

arctan 0,97 = 0,770170914 - - -



4.8.22 Bestam Taylorpolynomet Pg(x) till e’ kring punkten x = 0.

Taylorutvecklingen for e* kring z = 0 lyder

1 1 1
x __ 2 — .3 — .4 5
e =1+z+ T + T + T + O(x°).
Om vi ersitter £ med —2? i formeln ovan far vi att
—z? 2 1,4 _ 1.6 1,8 10
e’ =1l—a"+ 30" — ga” + 552° + O(27).
Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Py(z)=1-2%+1 4—%x6+ix8.

4.8.24 Bestam Taylorpolynomet Ps(x) till sinz kring punkten z = .

Vi skriver om funktionen med hjilp av trigonometriska formler

sinz = sin((z — ) + ) = sin(z — 7) - cos 7 + cos(z — ) - sinT = —sin(z — 7).

Satter vi s = & — 7 ska vi alltsd Taylorutveckla —sin s kring s = 0,

3 85

sinz = —sins:—(s—%—i—ﬁ—i—O(s?))

=—(@-m+ie-—7)?° - g5l@—n)° +0(z —7)7.

Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Ps(z)=—(z—m) + §(x — )3 — (T — 7)°.

4.8.33 Vilken &r den bista 2:a gradsapproximationen till f(z) = (z — 1)? kring = 0?
Hur stort ar felet i denna approximation?

Besvara samma fragor fér g(z) = 2 + 22° + 3z + 4. Kan konstanten § = 4 i
resttermen for andragradsapproximationen forbéttras (géras mindre)?
Eftersom f kan skrivas som

fl)=1-2z+2%>=1—-22+ 22+ 0(z%)
ger entydighetssatsen {6r Taylorpolynom att Taylorpolynomet Py (z) till f ar
Py(z) =1 — 22 + 22

Eftersom Py(x) = f(z) ar felet 0.

Funktionen g kan skrivas som
g(x) =4+ 3z + 22° + O(2?).
Taylorutvecklingens unikhet ger att Taylorpolynomet Ps(x) till g ar
Py(x) = 4 + 3z + 222

Resttermen i Taylorutvecklingen &r

Eftersom ¢"”’(z) = 6 blir restermen
Rs(z) = 2.
Vi ska jamfora detta med det exakta felet
g(x) — R3(x) = 2.

Resttermen Rj3(z) ar alltsd lika med det exakta felet, och da finns inte rum for
nagon forbéttring av feluppskattningen.



Extrauppgifter

X.1 Bestam Taylorpolynomet Ps(z) till ¢® cosz kring punkten punkten = = 0.

Antag att vi vet Taylorutvecklingen av e* och cosx i = 0,
e =1+z+ 32>+ %xB + O(z%),
cosz =1— 2%+ O(z?).
Da ar
e’ cosx = (1 +z432” + L2t + O(x4)) (1 — 1274 O(x4)>

= {270(a™) = 0(™™): OEM0(™) = O(a™*")}

=1+z—32°+0(@").
Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Py(z) =14z — 3a°.

X.2 Visa att sinz = O(x) da z — 0.

Vi ska visa att det finns ett C' > 0 sd att
|sinz| < Clz| for alla = i en punkterad omgivning av 0.

Eftersom .
. sinzx
lim
x—0 X

=1

sé vet vi fran gréansvirdesdefinitionen att

sinx
1—-e<

<1+¢ foralla z ien punkterad omgivning av 0,
x

vilket ger speciellt att

sin x

[sinz] < (14 ¢)|z]

‘gl—i—s &
T

i en punkterad omgivning av 0. Darmed har vi visat (x).

Anm. Alltsa duger C = 1 + ¢ som konstant, men omgivningens storlek far vi inte
fram med ovanstdende resonemang. Vi vet iallafall att det finns en omgivning dér (x)
ar uppfylld, och det récker i denna uppgift.

X.3 Visa att e =1+ 2+ O(2?) da 2 — 0.

Om vi Taylorutvecklar e® i punkten = 0 far vi
er=14z+ %e£x2,
déar ¢ ligger mellan 0 och z. Eftersom z — e” &r en véixande funktion sa &r
resttermen
|%e£m2| < %emax{o’w} 2?] < de' |27 for alla |z| < 1.
Alltsd ér resttermen O(z?) och vi kan skriva

e =1+z+0(?) daxz—D0.

Anm. Egentligen réacker det med att konstatera att %eg ar begransad for £ néra 0.

X4 Are®* =0(z'°) di z — oo?

Vi ska undersoka om det finns ett C > 0 och ett N > 0 sa att
le”| < Clz'°| for alla z > N. (%)

Om detta vore sant skulle
xT

lime—g lim C =C < .

Tr— 00 xlo Tr— 00

Men eftersom vi vet att .

lim — =
T— 00 {1;‘10 ’

s& kan inte (x) vara uppfylld, d.v.s.

e” #0(x'"Y) dax — oo.



X.5 Visa att ‘
(x-i-l—&-O(%))l:emw—&—O(xx*l) da z — co.

I varje steg anvander vi antingen rdaknereglerna for ordo, Maclaurinutveckling
eller en vanlig omskrivning, sa fundera noga 6ver varje likhet.

(z+1+0(1)" = eXp(xlog(w +1+ 0(%)))
= exp(x logz + xlog(1+ 2 + O(;t)))
=27 exp(wlog(1+ L +0()))
=% exp(w (L + O()))
- exp(l + 0(5)) = 2% - exp(1) 'exp<0(%))

=ex” (1 + O(%)) =ex” +O(z" ).



